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IMpenuciioBue

Hacrosimmee mnocoOue pekoMeHIyeTcsl ydalumces CTapRiux
KJIacCOB, CTylIeHTaM | M 2 KypcoB, TOTOBSILIMXCS K Y4YaCTHIOw B
ONIMMITNA/IAaX, a TakkKe MPernojaBaTesiM (U3UKO-MaTeMATHIREKUX
KJIACCOB.

Ora KHUTa SBISETCS HEMOCPEACTBEHHBIM MPOAQILKCHUEM
nepBoi yactu [27].

B §1 wu3noxeHsl 3amayr 1Mo apuMETHKE,  IQJIBIX YHCEIL.
AXTyalnbHOCTh YIIyOJICHHOTO HM3YYEHHs JTHX Bajay BO3pociia B
cBa3u ¢ BkaodeHueM B EI'D 3amau C 6. Takme g3amadyu 4acTto
BCTPEYAIOTCS. HA OJHMMITMAJaX W KOHKYPCHBIX VHCIBITAHUSX B
BEIyIINE BY3bI.

Bo mMHOrux onmMmumanHbIX 3ajadax Haubosiee TpyAHAs 4acTh
pelieHus HE [0Ka3aTelIbCTBO U BBIYUEICHHE, a TMOCTPOCHUE
HEOOBIYHOTO TMPUMEPa, KOHCTPYKLUUHU.LDINM BOIIPOCAM IOCBAIICH
§2.

Crenyromuii paszies WIIIOCTPUPY SR, 0CHOBHBIE TIOHATHUS] TEOPUH
MO3UIIMOHHBIX UTP B KOTOPBIX, BOGWYUYACTHHKOB, JeNas XOJbl I10
ouepend B COOTBETCTBHM Cf HpaBWJIAMHU HIPBI, CTPEMSTCS K
OIIpeaeNICHHOM 1enu. 31ech NPeACTABICHb! Pa3InYHble MOAXObl U
WJIeH, UCTIOJIb3YEeMbIE JUTS IQCTPQEHMS BBIUTPHIIIHBIX CTPATETHIA.

[Tpu cocTapneHnn AagHOrOI0COOHS UCTIONIL30BAHbI 3aJaUHUKH,
yKa3aHHbIe B OMOIHOrpad)iIeckoM CIICKe.

VYyamuecs:, ycnemHe, YCBOUBIINE H3JI0KEHHBIE B ABYX YacTsIX
nocoOust uaeu U METOABLYMOTYT aKTHBHO NMPHUCTYNATh K PEIICHHUIO
3aj1a4 U3 U3BECTHBI¥€OOPANKOB [1-5].

[Tocobue oTpasgaeT onbIT NPOBEICHUS 3aHATHI C yJaIllUMUCS —
Mpu3epaMu ONMMIIMAA, a TaKKe OCBEUIaeT coAepKaHHe Kypca
JIEKIHH, KOTOPBI/OBUT MPOYNTAH YUUTEISIM MaTeMaTHKH Psi3aHckoi
obnactu B PURO:

ABTOpPBIBBIPKAIOT OJIAromapHOCTh 3aBeaylonieMy Kadeapoi
Beiciieit { Mmazematuku PIPTY nomenty byxenckomy K.B. 3a
aKTUBHYIO NOMJIEPKKY U3JaHHUs JAaHHOTO I0COOMS, a TAKXKE AOLECHTY
HosukoBy A.M. 3a mone3Hsle 00Cy>KACHNS MaTepuana KHUTH.
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1. ApudmeTnra meabIx ynce

1.1. Jeaumocts. [Ipuznaknu neaumoctu. JlecsiTnunas 3anuch
yucaa. [lpocteie unciaa. Merox MaTeMaTH4eCKoi MHAYRINU
MHOXeCTBO HaTypalibHBIX 4YHCeN 0003HayarT OyKBoOMw/| , a

MHOKECTBO IIENBbIX umcen — OykBoil Z. HartypamepAgeraucio a

3aIIUCHIBAIOT TaK: A = A, 0dp_q ... A1y WIH B BUIE CYMMBL

a=a, 10"+ a,_; 10" 1+ ..+ a; 10+ a,, 5ae

Ap, Ap_1, -, a1,y — THEPPHI COOTBETCTBYIONIUX Pa3PSHOB.

Ecmu r — ocratok OT jeneHUS HaTypajbHOrQ' ymcia a Ha
HaTypallbHOE YHCIIO M, TO a = mq + T , TOCW, MOXXET IPUHUMATD
omao w3 3HaueHmd 0,1,..,m —1; ¢ — HElIOe HEOTPHIIATCITHLHOE
YHUCIIO.

B ToM cnyuae, xorna v = 0, TOBOPATNYUTO a JEIUTCS HA M, U
3alKCHIBAIOT TAK: d i M.

Eciu r — ocrarok oOT JeneHus, HaTypaJlbHOTO 4YHCIa A Ha
HaTypajbHOE YUCIO M, TO:

— OCTAaTOK OT JICJICHHS Ha M purcina na, rae n € [, pasen
OCTaTKy OT ICJCHUS Ha M Yread iy

— OCTATOK OT JeleHust HAvn Jumcna a®, rme ke [l , paseH
OCTaTKy OT JeJIeHHs] Ha m.uneqd .

Ecnmu 1, u 1, — ocTaTku QT ACJICHHUS HAa HATYPaJIbHOE YHCIIO M
HATYpaJIbHBIX YUCENl @ %) COOTBETCTBEHHO, TO OCTATKH OT JCICHHS
Ha m uucen a+ b, a/b u ab coBIamalOT ¢ OCTATKAMH OT
JICJICHUSI HA M YUCeN T+ 15,77 — Ty U 171, COOTBETCTBEHHO.

IIpu pemieHMHNZagau Ha IeJble YMCIa HEOOXOIUMO 3HATh
clemyromui GhakT:

- Mo00e HATYPATBHOE YHCIIO SAMHCTBEHHBIM 00pa3oM (C TOYHOCTHIO
0 TepeCTaHOBKM, COMHOXKUTEJICH) MOXKET OBITh MPEACTABICHO B
BU/JIE MPOM3BEACHUS IPOCTHIX YHCEII.

[MonegHo“taKke MOMHUTH MPHU3HAKH JEITUMOCTH HATYpPaIbHBIX
YUCelI;

o & tpy feeHny Ha 5 w Ha 10 YUCIIO JaeT TaKOH e OCTATOK,
KAK ¥ MTOCIEHSS ero udpa;
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e 1pu xgenenud Ha 4, 25, 50 m 100 umcmo maer Takoif| ke
OCTaTOK, KaK U YHCJIO, 3alICAaHHOE ABYMsI €TI0 TOCICAHUMI
uudpamu;

® TIpu JicNICHUH Ha 3 ¥ Ha 9 YMCIIO TaeT TaKOH JKe OCTATOK; KaK
U cymMMa ero uugp.

[Mosromy eciu cymma 1Hdp ASNUTCS HA 3 WM HA 9=8.H CaMo
YUCIIO NCNUTCS Ha 3 Wik Ha 9.

Meton JIOKa3aTeIIbCTBA, Ha3bIBACMBIN Memooom
Mamemamu4eckol uUHOYKyuy, OCHOBaH Ha CIICAYIOINEM MPUHIIHIIC,
KOTOPBIH SIBIISIETCS OTHOW W3 aKCHMoM apu(MEInkiy HaTypaTbHBIX
qucel.

[Ipennoxkenne A(n) 3aBHUcsliee OT HATypaJbHON NepeMEHHOH N,

CUMTACTCS MCTHHHBIM JUII BCeX N € N4 ©ClIM BBIOJHCHBI
CJICAYIOIINE JIBA YCIIOBHSL:

a) npeasoxenne A(n) HCTUHHO I Hi==ly

0) u3 mpenmnonoxenusi, uro A(n), ¢uctuHHO Mt N = k (rtme k —
mo00e HATypalbHOE YHCIIO), CICIYET,»4YTO OHO HCTHHHO H IS
CIICAYIONIETO 3HaUCHUsI 1, T.e. 1 n =k + 1.

OTOT TpUHUMI  Ha3bIBACTCSN nplnyunom  mamemamuyeckou
UHOYKYUU.

Ilon  MeromoM  MareMaTH4ECKOM  MHAYKIMM  IOHUMAKOT
CIIeAyIOIUH crmocod AeKa3aTenbcTBa:  BO-TIEPBBIX, MPOBEPSIOT
HUCTHHHOCTh BbICKa3biBaHus A(1), W, BO-BTOPBIX, MPEAMOIOKHB
WCTUHHOCTh BbICKasbiBafmsg  A(k), mbeITaroTcs J0Ka3aTh, YTO
uctuHHO BbickasbiBamue A(k + 1). Eciu 910 ynaetcs nokasats (mpu
mo0oM HaTypanpHOoM= K), To mpemioxenune A(n) cuuTaercs
WCTHHHBIM IS BCEX BHAUCHUU 1.

Hpumep 1,.0ctatku OT AeIeHUS Ha 3 9rceN M U N paBHBI 1 U 2
COOTBeTCTBCHHON/KAKOBBI OCTATKH OT JENCHUS HAa 3: a) CyMMBI
m + n; 0) Hpowu3BeAcHUs M- n ?

Pemenuneslakkaxk m =3k +1,an =31+ 2,10
m+n=3k#+3l=3-(k+1+1).

CrnenoBapenkHo, m + n genurcs Ha 3 Haueno. PaccMoTpuM Ternephb
npou3Benetne

mn¥ &3k + 1) - (3L +2) = 9kl + 31 + 6k + 2 = 3(3kl + | + 2k) + 2,
TO €CTh IpH JCICHUH HA 3 MPOW3BEICHNUS MN OCTAaTOK paBeH 2.
OugeT. a) 0, 0) 2.
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Ipumep 2. Jlokaxwure, YTO UIsI BCEX HATYPaIbHBIX R
seipaxkenne (n3+3n? + 2n) nenutcs Ha 6.
Pemenne. Tak kak  n3+3n?2+2n=nn+ 1)(n + 2) \ eerp
MPOU3BEJICHUE TPEX IOCIICOBATEIBHBIX YHCEI, KOTOp@E BEeraa
nemutcs M Ha 2, nHa 3, T0 n® + 3n? + 2n nenurcs Ha 64

Hpumep 3. Jano uncio 2195, Haiinure:
a) MOCJIETHIO HU(PY 3TOTrO YKcia, 0) OCTATOK OT NelCHNU Ha 7.
Pemenue. a) [IpenctaBuM UCXOTHOE YHCIIO B BHIIC

21995 _ 94498+3 _ 1498 . g

ITockonbky 16 B mr000#i HaTypalbHOH cTeNeHH OkaH4yiBaeTcs Ha 0, a
6 - 8 = 48, nociennss uudpa uncna 21°°° paphia 8.
0) PaccmoTpuM octaTku cTereHeH ABOWKY OT ACICHUS Ha 7:

e 2! nipu neneHnu Ha 7 JaeT OCTAaTOK 2,

e 22 mpu neneHnu Ha 7 JaeT OCTaToOK4,

o 23 MIpH IEeTICHUU Ha 7 JaeT OCTaToOK=1.
OTH OCTaTKH MOBTOPstOTCA ¢ TiepuomeM T = 3. Tak kak
1995 = 3 - 665, To 21°°° npn neneniu Ha 7 naet ocTaTok 1.
OtBer. 2) §,0) 1.

Ipumep 4. Jlokaxxure, 9TQ HATYPATHHOES YHCIIO
a=0pa,_1 00y = Ay " Q" a,_;-10" 1+ .+ a,-10 +ag
nenutcs Ha 11 Torma u Tonske TOFAa, Koraa Ha 11 genurcs cymma

s=ay—a; +a+ £+ D" a, ; + (=D ay,
T.€. cyMMa Iu(p 3TOTO YHEIAYB3ATHIX C YSPEAYIONUMICS 3HAKAM.
JlokazaTteaberBo. Octazdke oT ngenenus Ha 11 umcen 10%%) rpe

kel , pasen I, Tak.xax 10%F

=99..99+1, a ocratok OT
22

2k uudp
neneHus Ha 11 gucer 102’“'1, rne k =0,1,2, ..., paBer —1, Tak kak
10 =11 —1, 021 = 102%(11 — 1), a ocraTok OT JelneHUs Ha
11 uncrna 1074, pagen 1.

Hrak, 6¢raTok oT AeneHus Ha 11 yncna a paBeH s.

Mpumep, 5. Jokaxure, yto uncio a = n3 + 17n ngenutcs Ha 6
MIPY TFQOOMNHATYPATTLHOM YHCIIE N.
HokasgaresnCrBo. HatypanbHoe uucno aenurcss Ha 6 Torma u
TOJILKO, TOTAa, KOrma Ha 6 JenuTcs 4uciio a + 6k, roe k — uenoe
ynca0yB 4acTHOCTH, YKCIIO a4 AeIuTCs Ha 6, €CIU YUCIIO

b=.a —18n =n3 —n gemurcsva 6. Hob=n3 -n=(mn-1)-
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‘n - (n+ 1) — npousBeeHUE TPEX MOCIIECIOBATEIbHBIX HATYPATbHBIX
YUCEN, U3 KOTOPBIX OHO JCIHTCS Ha 3 W IO KpaiHeW mepe om0
nenutcs Ha 2. [loaToMy uucino b aenutcs Ha 6, OTKY/a CICTYST, “Io
YHUCJIO @ TAaKXKe JCIUTCS Ha 6.

IMpumep 6. Hatinure nmocnenutoro mudpy uucia a =43
Pemenue. Ilocmenuss mudpa y 9uciia a Takas ke, Kak=Hwy Yrcia
2283 Bpmmuiem nocineopaTebHble CTENEHU ABOHKIR
21 =2, 22=4,23=8, 2* =16, 2° =32, 26 = 64urT.1.

Orcioga cneayeT, YTO TOCTEAHHAE IUQPPBIWNITUX UHUCEN
nopTopsotcs yepes 4. [losTomy nocneanss nudipaly ducna 2 raxas
Ke, kKak y uncna 2P, rme p — oaHo u3 ymceinl, 2,3, 4, a pasHOCTH
k — p kparna uetbipeM. Tak kak 283 = 280 + 3'rue 280 nmenutcs
Ha 4, To mocnennss mudpa uncna 2283 — poepMepka (23 = 8).

Mpumep 7. JlokaxuTte, 9TO CYIIECIBYCT OCCKOHEYHO MHOTO
MPOCTHIX YKCE.

2283

HoxazarenbcTBo. [Ipeanonoxum npotusHoe. Ilycts pq, Pa, ..., Pn
— BCE€ IIPOCTHIE YUCIIA.

Paccmotpum uncno py * py * ...t Pp, 1. OTO 4KCHO HE AETUTCS HU
Ha OJHO M3 YUCEN Pq, P, ... , P, cfieJOBaTEIBLHO, HE MOXKET OBITH

pa3yioKeHo B Ipou3BeieHue NIpoeThiX. [IpoTuBopeune.

IMpumep 8. JokazaTs, 4T0“WPH THOO0M HATYypaabHOM N YIHCIIO
4™ + 15n — 1 nenutca HA"9.
Joxka3zareabctBo. 1). [Ipun = 1 umeem 4* +15-1-1=18:9 -
BEPHO.
2). [Tycth mpu n = k“BBINQIHSETCS YCIOBUE JEITUMOCTH
4% + 15k —1: 9 / Jexaxem, uto u mpu n =k + 1 oHO Takxke
Oynmer BBITTOJTHAEHCS, T.C. 4k+1 4 15(k+1)—1:09.
JlelicTBUTENbHO,4 ! + 15(k + 1) — 1 = 4(4% + 15k — 1) — 45k + 18.
3aech TMepBOE ‘eilaraeMoe MEIUTCS Ha 9 10 TIPEaIOSIOKCHHIO
WHAYKOWH, {1 JocTaBmasica rpynna —45k + 18, oueBuaHo, Takxe
kpatHa 9HodFoMy umcno 41 4+ 15(k + 1) — 1 nenurcs Ha 9,
9TO U TPEOQEBAIOCH TOKA3aTh.
3). U3/mynk1oB | u 2 BBITEKAET, YTO YTBEPI)KICHUE BEPHO IPH BCEX

n.
2a+1

Hpumep 9. Haiinute Bce Takme a € N, 4to — nmenoe

QHCII0:
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2a+1
Pemenne. Ecnu uncio ﬁ ejaoe, TO 9TO paBHOCHUIIBHO TOMY, M TO

(2a+1):(a—2). Torma u pa3HOCTh 3TUX 4YHCET TOXeE YQyAer
memuTbes HA a — 2: (2a+1)—(a—2)ia—2,
a+3:ia—2. Ho u pa3HOCTb 3TUX YHCEN TOXE NOJKHAWICIUTHCA
ma a—2: (a+3)—(a—2):ia—2, 5:a—2.3uauur, a™> 2 -
genurens uucia 5. Ho y 5 He Tak MHOro aenuteicit — 3To
1,5,—1,-5.

[lepebepem Bce ciydau:

1) a—2=1.Tormnaa = 3, aHama apo0dh

2a+1  6+1

Y — 7 € Z. 3HayeHue a = 3 NOAXOIUTY
2) a—2=-—1.Tornaa =1, anama apo0b

2a+1 241

> 1o —3 € Z. 3uauenne a = 1 nOAXOIUT.

3) a—2=>5.Tornaa = 7, awnamaupeds
2a+1 _ 14+1

= 3 € Z. 3Hauenue a = 7“HOIXOIUT.

a-2  7-2
4) a—2 = —5.Torga a = <3\ He HATypaIbHOE.
DTOT CiTyJait He MOAXOIHT.
2a+1
OTtBer. a_z € Z tonwbko nipu dv='1,3, 7.

Ipumep 10. Harypansgpl€yducna m W 7N TakoBbl, YTO H

m3 +n, u m® + m gefsacshfia m? + n?. Haiigure m u n.
Pemenne. 3amernm, urd ecit (M3 +m) i (m? +n®) u (m3+
n) i (m?+n?), 10 @%Fm)—(md+n)im?+n?), T.C.
(n —m) : (m? + n?) . Byliem cuutate, uTo n = M (uHaye GyneM
paccMaTpuBath fajbiife / m —n BMecTon —m). Otcioga nu6o
n —m > m? + n%_q€ro, oueBnnHo, He ObIBaeT, MO0 1 —m = 0,
3HaunT, n = m. Tor[a’ MO’KHO CUMTATh, YTO HAM JaHO CJIEIyIOIIEe:
m3 +m : 2m%8ametum, uro m3 i m?, 3HauMT, © M JOIKHO
JeIUThCs Ham?,'a Takoe ObIBAET TONBKO pu m = 1.
OtBer. msn=1.

N2/ 3apauu niist caMoCTOSITESILHOTO PelieHnst
1. lokaskmfe, yTo eciau yuciao a € [| He nenuTcs Ha 5, TO YUCIO

a* <"T\nénurcs Ha 5.
2. CpopmymupyiiTe M JOKaKUTe NPU3HAK AEIUMOCTH HA 7 s
SCTHIPCX3HAYHBIX YHCEIL.
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3. Lensie uncna n,m,k ne gensrcs naueno Ha 3. JJoxaxwure, (uTod
gncno n® + m* + k? nenurcs Ha 3.
4. Jlokazatp, 4T0 HaTypaJlbHOE YHCIO, AECATHYHAS 3aHUCh KOTOPOro
coctouT u3 243 egunuil, Aeaurcs Ha 243.
5. Jlokaxute, uto n3 + 2n nenurcs Ha 3 s mo6oro HafypagbHOTO
n.
6. JlokaxwuTe, uto n° + 4n genuTca Ha 5 TPH TIOOONKHATYPATEHOM
n.
7. Joxaxurte, uto n>+2 He nenurcs Ha 9 MW, IPH KAaKOM
HATypaJIbHOM M.
8. a) Jlokaxute, uto p% — 1 nenutcs Ha 24pecill p — mpocToe
quciou p > 3.

6) Joxaxwute, uto p? — q? nemutca Ha\24, ecitu p M q -
npocThie Yncna, Oonpiue 3.
9. Mycts a u b — HaTypanbHble un€iiaz=npuyeM uucio a’ + b?
nenutes Ha 21. JlokakuTe, 9TO OHQ ACIIUTCY W Ha 44 1.
10. Mycts a,b,c — HaTypasbHBIG, WHCHa, TpuueM a+b+c
JIenuTcs Ha 6. Jlokaxkure, 9To a3+ b3+ ¢ toxe nenutcs Ha 6.
11. Hatigute nocienHow0 nudpysuciaa 250
12.a) p,p + 10,p + 14 — npocthie,uncna. Haiimure p.

0)p,2p + 1,4p + 1 — mpocTsie uncna. Haiinure p.
13.pu 8p% + 1 — npoct#ic uutna. Haiinure p.
14. Tokaxkute, 4TO HE CYIECTBYET HATYpPAIILHBIX YHCEN A U b TaKuX,
yto a? — 3b? = 8.
15. a) Moxer nu cymMa/ KBaapaToB JBYX HEYETHBIX 4Hced OBbITh
KBaJpaToOM IieJorQ/uuemna?’
0) Moxxer nu CyMMa KBaJpaTOB TPEX HEYECTHBIX YHCEN OBITH

KBaJpaTOM LIEJIOEQ yucia?
16. Jloxaxwure, \ATO CyMMa KBaJpaTOB IIATH ITOCIEIOBATEIBHBIX
HATYpaIbHEIX YUCET HE SBIISIECTCS TOYHBIM KBaJPaTOM.
17. Hoxakureynuro yucio 100...00500...001 (B xaxmoit U3 ABYX
rpynn no“00Hyneil) He sBisieTcs: KyOOM LeIoro yucia.
18. Jigkamute, uro a3 + b3 + 4 He sBIsLETCS KyOOM IENIOTO YHCHIa
HU MY KaKUX HATYPaIbHBIX 4 U b.
19./Hyets x,y,z — HaTypalbHble uyuMcla, mpuuem x2 + y? = z2,
Hoxakure, uto xy nenurcs Ha 12.
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20. Tokaxwure, uto eciu (n — 1)! + 1 genurcs Ha n, To n — mpo€roe
YHCIIO.
21. HaiijuTe Bce Takue NpOCTHIE YUCIA P, IS KOTOPhIX 14p2 %%, —
TOXE IPOCTOE.
22. Jloxkaxure, dUro s I000ro HarypaibHOro ¢ n%n = 3)
MPOU3BEJICHUE BCEX MPOCTHIX YHCEN, HE MPEBOCXOISIIHX =100 TbIIIC
n.

— X1, %2 Ak
23. Ilyctb n =p;'p,% .0, ", TAE p; — HPOCTBIg UNCITA, TIpUYEM
pP1<pr < ..<pg . MHokaxute, 4ro umcio AENUTeNEH N paBHO
dn) =(a; + D(ay + 1) ... (ay +1).
24. JIokaxkuTe, 4TO CYIIECTBYET OECKOHEUHO MHOTO MPOCTHIX YHCEI
Buna 3k + 2.
25. Haiinure Bce Takue a € Z, uto (a? + a 5A4)" (a — 2).

3n+2
26. IIpu kakux n € 7. BEIpaXCHHE ~ 3. JABIETCA eNbIM YHUCIIOM?
2

1
27. Jokaxure, 4TO APOOH HECOKpaTuMa HU TIPH KaKOM 7.

n2+1

28. Ipu Kakux HaTypaJbHBIX N uKuEI0, ¥ + 4 mpocTtoe?

29. SIBnsietcs M MONHBIM KBaapafom gucio M = 11...1 —22...27
S——— S——
2nuu¢p nuudp

30. Hlectuznaunoe uucino HagnHaeTes ¢ uudpst 2. Ecou oty mudpy

MIEPEHECTH Ha TMOCTeIHee MeCTONIO MOTyIeHHOE YHCIIO OYIeT BTpoe

OoJpITie IepBOHAYATBHOTQ HaltuTe MepBOHAYAIEHOE YHCTIO.

31. Tlokaxure, 4YTQ \Kammoe YHCIO IOCICAOBATSIBHOCTH

49,4489,44448889,4444488889, ... apnsgeTcs MOTHBIM KBAAPATOM.

32. Jloxaxwure, uto uficsfo 101°°° — 1999 nenurcs Ha 9

33. Haiigure Bce wuéma Buga 34X5Y Takwe, yTOOBI OHM JEIUIUCH

6e3 octaTtka Ha 36.

34. CylecTBYI JIM LEble YHCIa M W N, YAOBJICTBOPSIOIINE

ypaBHenuto m*% 1998 = n??

35. IlycTh @CTATOK OT ACIICHHUS HATYPAJIbHOIO YKCjIa M Ha 7 PaBeH

3. Haiinuge,0CraToK OT nenenus Ha 7 umcia 3m? + 5m + 1.

36. Lenple,uncia n, m, k He menasarcsa Hanenao Ha 3. JIOKakHTe, 4TO

uncnom®+,m* + k? nemurcs na 3.

37. JloKasghiTe, uto ecru p u 8p? + 1 — mpocteie umcia, To 8p? — 1

— TQe IPOCTOE YHCIIO.

38, TOkaxkute, YTO HU TIPU KAKOM HATypalbHOM N 4ucio 3™ + 2 - 17"

HE@AIBIISICTCS KBaJI[PAaTOM HATYPaJIILHOTO YUCIIA.
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39. Haitaure nocnenroro nudpy unciaa 54321998

40. Ycranosure, sBuseTcs au uucno n* 4+ 64 (n € Z) npoCTeiM
WJIA COCTABHBIM

41. YcraHOBHUTE, SIBISETCS TMPOCTHIM HWIIM COCTABHBIM/ “|MCIIO
n®—6n?+12n+ 117 (n€ 7).

o n(n+1)
42. HaiimuTe BCe MPOCTHIC YMCIIa BUIA

—1, meN:

43. JlokaxuTe, 4TO A BCeX MPOCTBIX umcen p untumo p* + 4 —
COCTaBHOE.

44. ]Jloxaxkwte, YTO TPOM3BEACHUE YCTHIPEX JIQCICIOBATEIBHBIX
IEJIBIX YUCeT B CyMMe ¢ 1 TaeT MOJTHBIN KBapaT.

45. JloxaxuTe, 9TO A JII0OOOTO HATypanbiore, 1, N = 2, YHCIIO

n" 1 — 1 nemutcs Haneno Ha (n — 1)2.
46. Jloxaxwute, 4ro umcio M =11..4—22..2 mnpu mobom
2n n

HATYpPAIBHOM M SIBJISICTCS TTOJTHBIM KBaIPATOM.
47. Haiinmute cymMMy M TIEpBBIX WieHOBpsiga 7 + 77 + 777 +...

48. Haiinute nBe nocienuue mu@ppl Gucia

13 + 23 +33+...+98% + 993,

49. JToxaxwure, uto a™ + b™ @ennwca Ha a + b, ecu N — HEYETHOE
YHCIIO.

1.3. Peumrenusi, ykazaHusi, OTBETHI

1. Pemtenne. [lycts 7 —=QCTaTOK OT AeieHus a Ha 5. Tak kak a He
IenuTes Ha 5, T0 =a =5k + 71, rne k€ [J , r — ogHo U3 4ucen
1,2,3,4. U3 paséndrea a* = (5k+1r)*=5p+7r* rne pell,
cledyeT, 4To OCTAaTOK OT jeleHuMs a? Ha 5 paBeH OCTaTKy OT
nenennst r* maS/Takkak 1 =1, 2*=5-3+1, 3*=5-16+1,
4* =5-3141, To ocratok or aeneHus r* Ha 5 mpu r =1,2,3,4
pagesn 1. [Jo3¥oMy ocratok ot nenenns a* — 1 Ha 5 paBeH Hymo, T.€.
uncno a*— TYymenurcs Ha 5, eciu a He meaUTCS Ha 5.

2. Penienue. BriBemem TpeOyembldi mpusHak geaumoctd. Ilycth
abcd *{npbu3BonpHOE YeTHIpeX3HAUHOE umcio. [IpencTaBuM ero B
suféuabcd = 1000-a +100-b +10-c+d .
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Jlamee, mpencTaBUM KaXXIO€ M3 CJaraeMblx (3a HCKIIOUYEHUEM
MOCNIEIHETO) B BHJE CYMMBI YHWCIIA, KPaTHOTO 7, M HEKOTOPOTO
HEHYJICBOTO OCTATKA:
1000-a+100-b+10-c+d =
=(0994+6)a+98+2) b+ (7+3) c+d=
= (994a +98b + 7¢c) + (6a + 2b + 3¢ + d).
3nech kaxxgoe u3 uncen 994a, 98b, 7c, oueBUIAHO, ACIIATCS Ha 7.
Tenepr  MOXHO  CHOPMYTUPOBATH  WCKOMBIM, % IMPH3HAK:
«UeTslpex3naunoe umcno abcd nenuTcs Hanesmo Ha 7 TOrAa M
TOJIBKO TOT/1a, Koria Beipakenue (6a + 2b + 36,4 d) xkpatHo 7».
3. JokazareancTBOo. Eciu n He [eauTgs HANeno Ha 3, TO
BO3MOXHBI 1Ba ciryvas: 1 = 3l + 1 u n = 3/ + 2%B nepBom ciryuae
n? = (31 + 1)? - nemutcsa Ha 3 ¢ ocratkoM A5 a 3Hauut, n?P, p €
[0 , Takke JenuTcss Ha 3 ¢ OCTaTKOM,* 1. AHAIOTHYHO BO
Bropom cimydae: n? = (3l+2)? xéiErés ma 3 ¢ octatkom 1,
cienoBatenbHo, n?P  nemutcs Ha 3 @octatkoM 1. Takum o6pasoM,
€CJIM TIeTI0€ YHCIIO HE JICIUTCS HAIEIQ Ha 3, TO ero kBajpar (inrobdas
YeTHas CTETICHb) MPH JesIeHnr Ha' 3 mator octaTok 1. Ho Torma cymma
TpeX TaKWX YETHBIX CTCIICHEH KpaTHa/3.
4. Jloka3aTeJabCTBO. 3aMeTUMy, urTo 243 = 35, JlokaxkeM IO
WHIYKITAA OoJiee oOIee YEBEPIKIACHHE, YTO HATYypallbHOE YHCIIO,
JECATHYHAS 3aIllCh KOTOPOro, COCTOUT M3 3™ eqUMHUII, JCTUTCA Ha
3m,
1.TIpu n = 1 yrBepxkaente Bepuo ( 111 gemurcs Ha 3).
2. Tlycth mpu HekOTepoM mpou3BosiibHOM 1 = k (k > 1) uuco,
3amMcaHHOE eIMHuLaMM B KonmdecTse 3%, nemures Ha 3%, Jlokaxkewm,
YTO TOT/IA YKCIO, 3aimuCanHoe 3% equnnmamu, Gyner nemuThes Ha
3k+1, JeiictButensro, 111111111 = 111 - 1001001 u BooGme
1.1=1..2510..010..01, mpuueMm TepBEI H3 ABYX
3k+1 3k 3k—1 3k—1
COMHOXXHA@JICHvCTIpaBa AENUTCS, TI0 MPEATIOIOKEHNI0 HHYKIINH, Ha
3k, a BTOPRil MHOXHTEH NeUTCS Ha 3 (10 TIPH3HAKY JICIMMOCTH Ha
3). D70 ¥OQCHOBBIBACT MHIYKTUBHEIN TIEPEX0, 4TO M TpeOOBaIOCh
J0Ka3aTh:
5. Pemienue. Uncno n MOXET JaBaTh NMPHU ACICHUW Ha 3 OJWH U3
Tpex octatkoB: 0, 1, 2. PaccmoTpum Tpu cirydasi.
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Ecrm n maer ocratok 0, To u n® u 2n  genarcs Ha 3 u modTOMY:
n3 + 2n raxke nenuTcs Ha 3.

Ecim n gaer octaTok 1, To n3 maer octatok 1, 2n — ocratok 2, a
1 + 2 nenutcs Ha 3.

Ecnu n maet octatok 2, To n? gaet octaTtok 1, n® — octaTokR, 2n —
octatok 1, a 2 + 1 nenurcs Ha 3. Tpebyemoe nokazane:

6. Ykazanue. [Iepebepute OCTaTKH OT JICJICHUS Ha 5.

7. Yka3anue. [IepeGepute octaTku OT AeeHus Ha 9,

8. Yka3anme. [lokaxxuTe, 4TO yKa3aHHbIC YUCIIA JEJSITCI ¥ Ha 3 ¥ Ha
8.

9. Yka3zanue. [IpoBepsTe,uTron a u b nenatésiu Ha 3 M HA 7.

10. Ykazanmue. [IpoBepbTe, uTo uncia x> ¥ X UMEIOT OJMHAKOBBIE
OCTaTKH OT JICJICHHE Ha 6.

11. Pemenue. BrmwmmeM mocaeaHAS, WUPPH  HECKOJIBKHX
HAuaJbHBIX CTEHeHel aBoiiku:2, 4, 8, €2, ... Mbl BuanMm, uto 2°
TaK e, Kak ¥ 21, okanumBaercs Ha 2. [TockombKy ouepennas mudpa
MOJIHOCTBI0 ~ Ompesensercss TNOoCAeAHSH 1udpol IpeablayIiei
CTCIICHU, TO TMPOU3OHAET <«BAMKAUBAHUCY: 26 (kak u 22)
okxaHumBaercs Ha 4, 27 (kak u 28)4~ 54 8,28 —Ha 6,2° —ma 2 m T.11.
TTocKONbKY JUTMHA LMKJIA PABHA %y, TO TocTeaHss mudpa yncaa 2°°
omnpeaenseTcss oCcTaTkoM omchetus uncna 50 Ha 4. Tak kak oH
paBeH 2, To mocnenHss ufibpauncna 2°° copmamaer ¢ mocneaHe
uugpoit uncia 22, To ecrbpapHa 4.

12. Yka3zanme. PaccMoTpi®e octatku OT feneHus Ha 3.01Bet. OHO
W3 3TUX Yncen aenutéadia3. a)p = 3;0) p = 3.

13. OTBeT. p = 3.

14. Yka3zanme. PacCmofpuTe OCTaTKH 1O MOIYJIIO 3.

15. Yka3anueLlpoBeprTe, 4TO OCTATOK KBaJpaTa HEUYSTHOTO YUCIIA
oT jienieHus Ha 4\paBeH 1, a ocTaTok KBajpara yeTHoro uncia — 0.

16. Yka3anue, [IpoBeprTe, 4TO OCTATOK KBaJpaTa HEUYSTHOTO YUCIIA
oT JeneHusHaY paBeH 1, a ocTaTok KBajpaTa yeTHoro uncia — 0.

17. Yka3auue."9To 9ucio JaeT OCTaTOK 7 OT nejeHus Ha 9.

18. VikazaHue. BoisicHuTe, KakoiW OCTATOK MOXET JaBaTh YHCIIO
a® + b%4-/4 or nenenus Ha 9.

19. ¥kazanue. Eciiu HU 0JTHO M3 YHUCeN X,y HE JIENUTCS HA 3, TO z?
JAeT™0CTaTOK 2 TpH JEJICHWHM Ha 3, YTO HEBO3MOXHO. 3aMEThTE
TeHEph, YTO KBAJApaT HEYETHOTO YHWCIA TMPHU JCICHUM Ha 8 JaeT
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oCTaToK 1, KBajpaT YETHOTO YHCIa, HEe ACISmerocs Ha 4, — oCTATOk
4, KBaApaT YETHOTO 4YHCNTa, Aensmierocs Ha 4, — ocrarow. O
Jlokaxkute, uTo MO0 X U Y 00a 4eTHBI, TM00 Cpeay HUX €CTh HEIIO,
KpaTHoe 4.
20. VYkazanme. Eciun — cocrasnoe umcio (n > 4), 70 @ — 1)!
JEeTUTCS Ha N.
21. OtBer.p = 3. Ecup # 3, uncino 14p? + 1 nemures Ha 3.
22. Ykazanume. Ecmu npomsBeneHne P BceX NPOCTHIX YUHCEN, HE
MIPEBOCXOAMINX N, He Oombie n, To P — 1 < nyHEMICTNUTCS HU Ha
OJHO IPOCTOE YHCIO P < M.
23. VYka3zanme. Bcaxuili geauTens 4ucIiIa n HUMEET BU]I
pYipy:..pf¥, tne 0<y;<a; (i=1,..kY n omnosHauo
onpenensieTcs HabopoMm uuced (Vq,¥2, -, ¥§). KOIHMUECTBO TaKMX
Habopos paBuo (@ + 1)(a, + 1) ... (i L
24. Ykazanue. [IpeanonokuM, 4T0 UMEETEs KOHEYHOS MHOMKECTBO
npocTeix yucen Bupa 3k +2,p; =2 u ' Pq,...,Pn. Paccmorpure
quciao 3p; ..Pn + 2.
25. Pemenne. 3ameruM, uto ghciosa’ +a—6:ia — 2, Tak Kak
a’+a—-6=(a—2)(a+3).
Toraa, ecmu (a? +a—1):i (@—2) u(a?+a—6):i(a—2), 0m
(@*+a—-1)—(a®>+a—-6); (@—2),1e.5: (a—2).

ITepebepem Bce BO3MOKHBIC 3HAUCHUS A — 2 — JETUTENHN S5:

1) a—2=1.Torgang.=3, u a>+a—-1=9+3—1=11,
a a—2=1 urorga 11, 3Haunt, a = 3 HaM HOAXOIHT.

2) a—-2=—-1MPbrmaa=1ua’+a-1=1+1-1=1,
aa—2=-—1,ugoragayl : —1, 3HaunTt, a = 1 HaM DOAXOJUT.

3) a—2=5Tefnaa=7,u a?+a—1=49+7—1 =55,
a a—2=05,mreerga 55 : 5, 3HaunT, @ = 7 MOJXOIHNT.

4) a—2 =—5.Tormaa = —3, ¥ OHO He HATYPAJIbHOE, ITOT
ciydail He HO/XOHT.
OtBer. d'= 1%3,7.

3n+2 3n—3+5
26. Pemrenué. Tax Kak =

n-1 n-1
YHUCJIO 6y,D;eT LOCJIbIM, TOJIBKO €CJIHM LCJIbIM 6y;[eT YUCJIIO

=3+ i, TO HCXOJTHOE
n—-1

——, 4TO

n—1

Bo3MoskHO ipu n — 1 € {£5,+1}.

O1BéT. N = —4;0; 2; 6.

2%4/Pemenne. [IpeoOpazyem UCXOIHYIO TPOOH
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n?-n+1 n
n2+1 n2+1’

Eean

n?+1 1
TO COKpaTtuma ApoOb ——Fut wu

n 1
Ecnmu cokpatuma apo6n , TO COKpaTuMa JIpodb

n
n2+1 n2+q’

cokpatuma ApoOb T
COKpaTuMa IpoOb %, gT0 HeBepHO. ClieoBaTeIbHO, NCXOHHAS Ipo0h
HECOKpaTuMa.
28. Pemenue. Tak kax

n*+4=n*+4n?2+4—4n% = (n® + 4)%? —4n? =
=m?+2n+2)(n*—2n+2), o n*+4,“npocroe umcio,
Tonpko eciu n?+2n+2=1 wum n?#2n+ 2 = 1. Ilepsoe
YpaBHCHHUE pPEIICHUN B HATYpaJbHBIX YMCJIAX HE UMeeT. PemeHuem
BTOPOTO YpaBHEHHUS SBIsieTca N = 1, B, _OTQM CiIy4ae BBIpaKECHHE
n* + 4 paBHO 5, TO ecTh SABISETCA MPOCTHIM wricIoM. OTBeT. 1 = 1.

10"-1
29. Pemenue. Tak kak 11 ...1 = , TO
——
n undp
2
1021—1 10"-1  10™-2-10%+1 10"-1
M= R = (7).
9 9 5 3

Tak xak 10™ — 1 pgenwurcs , Hafled0 Ha 3, TO HCXOLHOE YHCIIO
SIBIISICTCS TIOJIHBIM KBaapaTom,, OTBeT. [la.
30. Pemenne. O603HaunM 1epBOHavanbHOe yncio 2abcde. Torna B
pe3ysbTaTe MepecTaHOBKY IepBOH MUGPHI B KOHEI YHCIIa MOTYIHTCS
HOBoe uucio abcde?. No_sciaoBuio 3agadyn MMeeM ypaBHEHHE
3 (2abcde) = abcde2,

[IpeobOpazyem mycma/ x Bugy 2abcde = 200000 + abcde,
abcde? = abcde €10 + 2 v BBeIEM HOBYIO HEU3BECTHYIO
n = abcde. Torna ypaBHeHHE IPUMET BU]I

3 (200000 +n) = 10n + 2.
Pemmnm ypapfienve, Haiinem n = 85714. OrBer: 285714.
31. Pemenne! O6o3zHaunm a, =44..488..89 —n - 1  unen
n n-1
JTaHHOW, WHEIOBOHM  IOCIENOBATEIBHOCTH.  BOCIOIB30BaBLIMCH
npeacTagieHueM
(n =@ @1 . a1a = ag - 10% + ap_; - 10571+, +a, - 10 + a,),
mpeobpasyem ay,:
a, = (4-10"1 +4-102"2 4+ .. +4-10") +
+(8-10"1+8-10" 2+ .. +8:10)+9 =
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=4(10" + 10" + ... +102"1) + 8(10 + 10% + ... + +10™1) + 9.

BripaxxeHuss B CKOOKax SBJSIOTCS CYMMaMd T'€OMETPUYCCKHX
nporpeccuil. Mcnons3ys GopMyny i CyMMBI HEpPBBIX 71 UJICHOB
reOMETPUYECKON Mporpeccuu {b,} co 3HaMeHaTeNeM ¢, A HMEHHO

S, =by 2—__11, YIIPOIIIaeM ATH BbIpakeHus. UTak,
10" -1 10" 1 -1
10-1 10-1
_4 (102" — 10™) + 8 (10™ — 10) # S
9 9 9 ,

9%

10%41\ 2
=2(4-10%" +4-10" +1) = (%) .
IMockonbky uncio 2+ 10™ + 1 nenurcs Hameno Ha 3 (IO NPH3HAKY
JETMMOCTH Ha 3), TO 3a/1aya perieHa.
32. Pemienne. IIpeoOpasyem 4UCIIO K BHITY:

101999 — 1999 = (101%%° — 1) — 1998'= 99 ...9 — 1998.

1999
Kaxxmoe W3 nByX criaraeMbIX IENMMTE HAIEIo Ha 9 Mo mpuU3HAKY

nenuMocTd Ha 9. CrenoBaTenbHO, UX PA3HOCTh TaKKe KpaTHa 9, 9To
U TpeOOoBaIOCh 10Ka3aTh.

33. Pemenue. Ilockompky 86 =4-9, TO BOCHOJIB3yeMCS
MpU3HaKaMu JenuMocTy Hasd 19, HauneM ¢ mpu3HaKa AeTMMOCTH
Ha 4 (OH WCHONB3yeT TOJbKO, ONHY M3 NIByX HEHM3BECTHBIX LUQD).
Yucno 34X5Y kpaTHO 4 TorAa M TOJBKO TOTAa, KOrAa JBY3HAYHOE
upcno S5Y menuTcsa HanmemOsHa 4, a 9TO BHITIONHSAETCS, TONBKO eCiH
Y =2 wum Y = 6. Pde€MeTpuM 3TH 1Ba clTydas M B KQKJIOM U3 HUX
MPUMEHUM TPU3HAK JEMMMOCTH Ha 9.

1) EcmuY = 2,"9¢ uncio 34X52 mM0KHO JETUTHCS HAIENIO Ha
9, T.e. cymMmma Beex Ldp gaHHOrO ynicaa 3+4+X+5+2=14+X
JIOJDKHA OBITheKpaTHa 9. JT0 BO3MOXkHO jumb ipu X = 4. Umeem
grcio 34452,

2) Ecma Y = 6, 10 unicno 34X56 kpatHo 9 &
©34+4%X¥+54+6=18+X «xparno 9, te. X=0 wm
X = 9. Takum oOpa3om, Hanuty emle aBa yncna: 34056 u 34956.
OtBew, 34452, 34056 u 34956.

34.( Peluenne. Ilpeobpasyem ypaBHeHHme K Buay 1998 =n? —
m2,© 1998 = (n+m)(n—m). Tak kak (n+m) u (n—m) —
BCErJa 4YMcia OJWHAKOBOM UYETHOCTH, TO WX HpoBeieHue (n +
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m)(n —m) b0 He4YeTHO (YTO HEBO3MOXKHO, TaKk Kak 1998 =
YETHOE YNCI0), MO0 KpaTHO yeThipeM. Ho 1998 na 4 He meamaCs.
OTBeT: HE CYIIECTBYIOT.
35. Pemenune. M3 ycnoBus ClieyeT, 4TO YHCIO M HUMECT BUI:
m =7k + 3. Torna
3m?2+5m+1=3(7k+3)?+5(7k +3) +d==
=7(21k%* + 23k + 6) + 1.
Takum 06pa3oM, OcTaTok OT jejieHus uucia 3mZ+ S+ 1 na 7
paBeH 1.
36. Jloka3zareabcTBo. Eciii n He genmres 3/4x0 BO3MOXKHBEI 1Ba
cryvas: n=3l+1 u n=3l+2. Bunepsom cnyuae
n? = (31 + 1)? — penurcs Ha 3 ¢ ocratkoM 1, a 3Hauut, n?P,p € N
TaKke nenuTcs Ha 3 ¢ ocraTkoM 1. AW3IOTHYHO BO BTOPOM
cnydae: n? = (31 +2)? nemurca wa 3\e ‘octatkom 1 = n?P
nenutcst Ha 3 ¢ octatkoM 1. Takum 00pasem, eciiv 1eJ10e YHUCI0 He
JICJIUTCS. HAIlENO Ha 3, TO ero KBajapar (Jtobast y€THAS CTENEHb) MPH
neneHud Ha 3 maroT octaTtok 1. HO, Toraacymma Tpéx Takmx 4€THBIX
cTemneHel kpaTHa 3.
37. Jloka3zareabcTBo. Ecmu p“w€ jenurcs Ha 3, TO OCTaToOK OT
nenenus p? ua 3 pasen 1. Hogotma 8p? + 1 nenunock 6b1 Ha 3, 4TO
MIPOTHBOPEYHT yciaoBuio. CuenoBaTenpHo, p i3 = p = 3, Torna
neiictutenbHo  8p? + W= 73Y - mpocToe umMCO, M IPU ITOM
8p% — 1 = 71 ToXe ABIACICHTIPOCTHIM.
38. Pemenne. BrisicHUMwHa Kakyr OU(PY MOXKET OKaHYMBATHCS
guciio 3™ 4 2+ 17" Caenaem 310 mocienoBarenbHo. CHauana
OLICHUM ToCIeaHIof0 mdpy uncaa 3™:
31 oxanumBaercs Ha 3,
32 okaHumBaercsi Ha 9,
33 oxanumBaercs Ha 7,
3% okanumBaercsiHa 1,...,
Harnee 9Td MOCIIEA0BATEIBHOCTD MOCTIETHAX udp
3,9,7,1,3%9,7,1, ... mukaudecku moBTopsieTcs. OIEeHUM Temephb
nocnefiude mudps uncen 17" u 2 - 17™:
17"gkanunBaercsina 7 = 2 - 17! oxanuuBaercs Ha 4,
™77 okanumBaerciHa 9 = 2 - 172 oxaHumBaeTcs Ha 8,
173 okanumBaercsima 3 = 2 - 173 okanumBaercsi Ha 6,
17% okanumBaercsima 1 = 2-17% okanuuBaercs Ha 2,...,
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Jajee IoCieNoBaTeNbHOCT, Tocnenuux nudp 4,8, 6,2, ..., TakKe
HUKITUYecKH oBTOpsieTcsa. CyMMUPYS, TIOIy9IaeM, 9To

31 4+ 217! okanumBaercsi Ha 7,

32 4+ 2-17% okaHumBaercs Ha 7,

33 4+ 2- 173 oxanumBaercs Ha 3,

3%+ 2-17* oxanumpaercs Ha 3,...,
M Jajee dTa MOCIEAOBAaTEIILHOCTh TMOCICAHUX LU(P. BBIPaXKCHHUS
3"4+2-17"  onuarh — TakM  IMKIAYECKH (¢ niepuogom  4)
MTOBTOPSIETCA.
Takum o00pa3om, METOAOM aHaln3a MOCIeAHEH/ IWhPbl yAaIoCh
YCTaHOBUTH, YTO MPHU JIOOBIX HATypalmbHBIX /M, uncio 3* + 2174
MOXKET OKaHYHMBAThCA TONbKO Ha Iudpel 3 mikn 7. Ho kBaapar
HUKaKOTO HATYPaJLHOTO YHUCIA THMU IUPPAMU HE OKAHUMBAETCS
(kBagpaT HATypaJbHOTO YHCIAa MOXKET OKAHHMBATHCA TOJBKO Ha
onny u3 nudp 0,1,4,5,6,9), 4To 1 JOKA3BIBACT YTBEPKICHHE.
39. Pemenne. Pemum cHawana OQuiee mMpOCTYIO 3aaady, a UMEHHO
HaiiieM nocneaHior0 mudpy uucaay 24998, Bpiachum, Ha Kakue
r(pBl MOXKET OKAaHIMBATHCS HATYpaNbHAas CTENEHb Yucia 2!

2152, 2254, 2%y 2t-56, 2°-52,.

O4eBH/THO, UTO TIPU JATHHECUIICM, YBEIIMUCHUH TOKA3aTeIIsl CTEIICHU
MIOCIIeIOBaTEIHLHOCTD MoCHegHundp 2,4,8,6,2,4,8,6,... Oymer
LIUKIUYIEeCKH TOBTOPAThCA: [[p€ncraBum umcino 1998 B Buze:
1998 = 4-499 + 2. _Mmeem: 21998 = 24499+2 = (24)499.4
3ametnM, uTo 4mMciao 16%B ckoOkax OkaHuMBaeTcss HUppoil 6, u
modToMy Ji00as ©Re JHaTypaibHas CTEMEHb Takke Oyner
oKaHuMBaThcs SToi Wwdpoit. Urak, umcio (24)*9° oxamuusaercs
muppoii 6, W OSTONYUCIO yMHOXaeTcs Ha deTbipe. I[loaTomy
nmocneaHe nugpord wx mpomsBeneHuss Oyner 4. Ecim Ttemeps
IIOBTOPUTH TIPORENEHHBIE paccykiaeHus mus umcna 54321998 1o
OKaXkeTcsl, 470/ mobaBiIeHue OOHON MM HECKONbKHUX IHp mepen 2
HE OKa3bIBacT BJIMSHUS Ha TOJYYCHHBIN pe3ynbrar. (OTBET: YUCIIO
OKaHYuBaeICs ppoii 4.
40. /Pemnenme. Od4eBUAHO, JOCTATOYHO  OTPAHUIUTHCS
paccMOTpeHineM  ciay4as — HaTypalbHBIX n (Opu  HeIbIX
OTPMEATEIBHBIX N pe3yiabTaT OyneT aHamormueH, a npu n =0
YUCHO” OymeT cocTaBHBIM). UTOOBI JaTh OTBET Ha 3TOT BOIPOC,
MQIPOOYeM Pa3IoKHUTh JAHHOE YUCIIO HA MHOXKUTEIH:
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n* + 64 = (n* +16n% + 64) — 16n? = (n? +8)? — (4n)? £
= (n? +4n +8)(n® — 4n + 8).
3ametuM, uTo V1 € N KaXIOelii M3 ABYX COMHOXHUTEICH CTPOro
0O0JIbIlIe €IUHUIIBI. DTO 03HAYALT, YTO UCXOTHOE YUCIIO COCTaBHOE.
41. Pemenue. IIpeoOpazyeM maHHOE BBIpAKCHUE, BHIIEIHBLB HEM
MOJIHBIH Ky0 pa3HOCTH
n3—6n?+12n+ 117 = (n® — 6n? + 12n — 8),+4125 =
=m-2)3+53
Tenepb pa3noKUM Ha MHOXKHUTEIH 110 (GOpPMYJIe CYMMBLKYOOB:
m—2)2+53=m+3)((n—-2) - 5(n'=2)4 5%) =
=+ 3)(n? —9n + 39)

O4eBHIHO, YTO TIPU HATYPANBHBIX N 002 COMHOXHUTEIS B 3TOM
MPOM3BEICHUH TEJIOYMCIICHHBIC 1 0OJbIIe SQIUHUIBI. JTO O3HAYAET,

YTO UCCICAYEMOC YUCIIO ABIACTCA COCTaABHBEM.

42. Pemenune. O003HaUUM @, = n(n;l) =1 =

2
1) Ecmun = 2k (k € N), To-t,) =(2k_1)2ﬂ=
=Q2k—-1(k+1).
IMpu wHartypanbHbix k 00a COMHOMKUTENS HATYpalbHbBI, MNPHUEM
BTOPOM COMHOXXHUTENIb OOJbIIC™],” MOATOMY @Ay, MOXET OBITh
MPOCTBIM YHUCIIOM, TONbKO ecan™2k —1 =1, t.e. npu k = 1, Toraa
a, = 2.
2) Ecmun = 2k — 1\(k € N), o umeem

2k—2)(2k+1
Qopy Pt 2D — (e — 1)(2k + 1),

IIpu k =1 umeeMsdpne 0 — He ABISETCA HU TNPOCTHIM, HH
coctaBHbIM yucnoM dlpu k > 2 00a coMHOXHTEINS LEIOYUCTICHHBIE
u Oosbiire 1 1, 3HAUMT, YKCIo OyaeT cocTaBHBIM. TonbKo mpu k = 2
noJry4aeM MpocToe™auciio az = 5. OTBeT: TaKUX Yucen JiBa: 2 |
5.

43. Pemenme. 1-fi cmocob. Pasnmoxxum wmccnemyeMoe 4YHCIO Ha
MHOKHTEITH:

p* #45Ap* +2)* - 2p)* = @*+2p +2)(p* - 2p +2)
Taxk Kag/Tipu TpOCTHIX P 00a COMHOXKHTEINSL OOJNbIIE €IUHUIBI, HO
TEeM,€aMbIM HEOOXOIUMOE YTBEPIKICHUE TOKA3aHO.

2-ii\, cifoco6. ITTokaxem, uto ecimum p # 5k, ke N, 10 p* npm
fienenny Ha 5 1aeT ocTaTok 1:

(n-1)(n+2)
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1) p=5k+1 = p*=(5k+1)* — ocrarox pasen 1;

2) p=5k+2 = p*=(5k+2)* —ocrarok pageH 1;

3) p=5k+3 = p*=(5k+3)* —ocrarok pasen 1;

4) p=5k+4 = p*=(5k+4)* —ocrarok paBen/1.
Torma uucno p* + 4 penurcs Haueno Ha 5, a 3Haumf, ABgsercs
cocraBHbIM. Ecm ke p = 5k, 0 p=5 = p*+4 =629=37-17
— COCTaBHOE.
44. Pemenue. [1o ycnosuto, TpeOyeTcs T0Ka3aTh, YTO BhIPAKCHUC

nn+1Dn+2)(n+3)+1

SBIISIETCS.  KBaJpaToM Iiesioro yucia. CrpynmupyeM J/CoOMHOKHUTEIN
CIACIYIOIIMM  00pa3oM: (n(n + 3))((11 + H(n F 2)) +1 , wu
MOJIOKUM Y = n? + 3n. Torma

(nn+3)((n+Dn+2)+1=yyW2)+1=(y+1)?
BrimonHss 00paTHYIO MMOICTAaHOBKY, IPUXOAAM K OTBETY.
OtBer: n(n+ 1)(n+ 2)(n + 3) + 1 =F*+ 3n + 1)2.
45. MokazarenbcTBo. O603HaunMynin=n — 1 (m € N). Tpebyercs
JI0Ka3ath, 4TO IS JIFOOOro HaTypadgbHoro m uucio (m+ 1)™ —1
nenutcs Haueno Ha m?. Bocrmomb3yeMes (popMyIoii COKPAIEHHOTO
YMHOKEHHS

a®—b" = (a—b)(@" ! +a™%b+...+ab™ 2 + b" 1), Torma
(m+1)m=1=((m+1)—1)-
(m+ D)™ (M D™ %+ +(m+ 1)+ 1)
[TepBerit U3 AByx comu®kireneit nenurcs Ha m. [lokaxkem, uTo u
BTOPOH COMHOXMWTE]Ib KpateH m. JleCTBUTENbHO, BO BTOPBIX
CKOOKax CTOMT CyMMa My YHCENl, MEJSIMUXCS Ha M ¢ ocTaTkoM 1.
[Ipu cnoxeHnyn TAKWX MUCENT OCTATKU CKIIAJIBIBAIOTCS, TOATOMY UX
cyMMa OyJeT NEeTUTHhCS Ha M C OCTaTKOM M, T.e. ¢ octatkoM 0.
YT1BepxaeHue AOKazaHo.
46. Pemenne™Tak kak uncio 11 ... 1 mpeacraBuMo B BUIE
Ton

11...1 = N 99...9, a uuciao 22..2, COOTBETCTBEHHO, B BHJIE
~—— 9 —— ~——

2n 2n n
22.2= % #99 ...9, To, monctaBnsss B M u yuumteiBas opmymy

n n
99 (M9, = 10" — 1, momy4mnm:
n
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M=11...1—22...2=%-99...9—§-99...9:

2n n 2n n
n 2
L 0 — 1 —2c10m — 1) = Leron — )2 = | 222
5 ((10 1) —2(10" - 1)) 9(10 1) S

2
= (33 3) , T.6. M mpm moboM n € N sBIseTeIKBaApaTOM
——
n

mexoro yucna 33 ... 3.

N——

n
47. Pemenne. O003HauuM a = 77 ...7 — KAWNWICH JaHHOTO psja.
N———

==

TpeOyetcs Haﬁm CyMMY

n
z DR z os..9)
k
BocnonbsoBaBmHCL do pMynaMH npeo6pasoBaH1/m 99..9= 10k — 1,

k
a TaK)Ke

Z(ak+bk =zn: i zn:l’ a)=p- zak
k=1 k=1 k=1

nonyqaeM qTo
n n

Zak zg 1ok—1)—— Z(1ok—1)—

=1

n
7
=5 Z 10% —2 ) = 6((10 +102+...+10™) —n)
k=1, k=1

[Mpumensiss, masee, QopMyny A HAXOXKICHUS CYMMBI HEPBBIX N
YJICHOB TI'eQMETPHHMECKON IIPOrPecCHH, YIPOLIAeM BBIPAXKEHUE BO

BHYTPCHHHX CKOOKaXx:
n

z _7 A 10" -1 _ 10 99 9_ _
W9 10-1 " "9 g -
k=1 n

7

7
n n

3
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48. Pemenue. CrpynmnupyeM BMeECTE IIEPBOE CIaraeMoe ¢
MOCJIETHIM, BTOPOE — C MPEIOCIIETHUAM H T.1I..:

13 +23+33+...498% + 993 =

= (13 +993) + (23 + 983%)+... +(493 + 513) + 503
Bocmons3yemcst hopMysioi cyMMBI KyOOB U IipeoOpazyeM ¢ e&
MOMOIIBIO KKJI0E BRIPAKEHUI B CKOOKAX:

(134+993) + (23 +983)+...+(49% + 513) + 503 &=
=(1+99)(12 —1-99 + 992) + (2 + 98)(22 — 2 - 98 + 98%)+... +
+(49 + 51)(49% — 49 - 51 + 512) + 50% = 100(12 -, 199 % 992) +
+100(2%2 — 2-98 + 98%)+... +100(492 — 49 - 51 #512) 4 53 - 1000
OdeBHIHO, YTO KaXJ0€ claraeMoe, a (BHAYMT, HX CyMMa
OKaHYMBACTCS IBYMS HYJISIMH.

49. YkazaHue.
a®+b" = (a+b)(a* ! —a" %b+... +=)1H D)

1.4. CpaBHeHusI IO MOIYJIIO
Ecnu nBa 1ienbix yucia a U b np# ASRNCHUN HA HATYPaJbHOE YMCIIO

N AT OJUH M TOT K€ 0CTaToK ¢, ;e 0 < g <n, Touucna a u b
Ha3bIBAIOT CPABHUMBIMH 104 MOAym0 n. DOTo 0003HAYAIOT
cienyonmM oopazoM a = b(modd) U YMTaT: « a paBHO b TO
MO0 7M.
Onepartiys cpaBHEHHS 00JIQAAST,¢IICTYIOIMMU CBONCTBAMH.

1. JlBa ymcia, CpaBHUMBIE C TPETHUM II0 OJHOMY M TOMY K€
MO/JTYJTE0, CPABHUMBI MESRILY €0001 (110 3TOMY K€ MOAYIIIO):

a = c(modn), Y=c(modn) = a = b(modn).

2. CpaBHCHUSAMO OMAOMY MOIYIIO MOXHO CKJIA/IbIBATh:

a = b(modw), c =d(modn) = a+c=b+ d(modn).
OcTaToK CyMMbI HECKOJIBKHMX YHCEIT [T0 MOAYJIIO 7 PaBEH CyMMeE
OCTaTKOB CJIard@MBIX 1o Moayto 1. To ecTh, mpoIie roBOps, MPH
CITO’KEHHMH YMCEIT WX OCTATKH (OT JAEJEHUS Ha OJHO M TO K€ UHCIIO M)
TaK)Ke CKJIaIbIBAIOTCAL.

3. @paBHeHHS 0 OJJHOMY MOAYJTIO MOXHO MOUICHHO
MEPEMHOKATE:

a='b(modn), c =d(modn) = a-c=b-d(modn)
OcCTaToK TIpOM3BEACHUS HECKOJBKHUX YHCEN 10 MOJAYJI0 1 PaBEH
MTPOK3BEIECHUIO OCTATKOB COMHOXKHTENEH 110 MOy o n. T.e., mpore
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TOBOPSI, IPH NMEPEMHOKEHUH YKCET UX OCTATKH (OT JeTICHHS Ha OJTHO
1 TO K€ YUCIIO 1) TaKXKe MePEMHOKAIOTCSI.

4. OO0e yacTu CpaBHEHHUS H MOJYJIb MOKHO YMHOXHTB Ha'\QJTHO
U TO K€ LIEJN0e YUCIO:

a = b(modn) = ak = bk(mod nk)

IMpumep 11. Jlokaxute, uto n? + 1 He AeTUTCA @as3 HU HPU
KaKOM LIEJIOM M.

Pemenne. SIcHo, 4TO KaKJ0€ LEIOE YUCIO N CPABHUMEQ O MOAYIIIO
3 aubo ¢ 0, mbo ¢ 1, mubo ¢ 2.
Eciu n = 0(mod 3), o n? = 0(mod 3) - (ymMHOzeHME cpaBHEHMIT)
un? + 1 = 1(mod 3) — (cnoxkeHue cpaBHeHHi),
Eciun = 1(mod 3), To n? + 1 = 2(mod 3).
Ecmun = 2(mod 3), To n? + 1 = 2(mod 3),
Takum 00pa3oM, HU B OJTHOM CITydae MbI HEMLONYIHM
n? + 1 = 0(méd=3)

IIpumep 12. Haiinure octaTok QT nen€Hus Ha 7.
Pemenne. 3amerum, uro 6 = —1(mod"%). Bo3Boas 3to cpaBHeHHE
B corylo crenenp, nomydaem 619%E (—1)1°°(mod 7), To ects
6190 = 1(mod 7).

Ipumep 13. Jlokaxure, uTo,HU ONHO M3 yMcen Buaa 1
HEJIb3S TPEJCTABUTh B BHWIE GYMMBI JIByX KyOOB HATypallbHBIX
qrcen
Pemenne. Ky HaTypanbHQIo/MuMcia CpaBHUM 110 MOAYIIO 7 10O C
0, 6o ¢ 1, mu6o ¢ —1."‘NosToMy cymma ABYX KyOOB CpaBHHMA C
omauM u3 ciuenytonfmy uwmcem: —2, —1, 0, 1, 2. 3amerum, 9TO
10 = 3(mod 7), a/103%= —1(mod 7). IMostomy 103"*! cpapnumo
00 ¢ 3, b0 ¢ —3Wf10 MOIyMIO 7.

Mpumep 4. JJokaxute, uto 1172 + 122"+ nepyrca na 133
MIpH TF0OOM HATYPaIHHOM 1.

Pemenne.
11942 4 122741 = 121 - 11" + 12+ 122" =
=133-11"-12- 11"+ 12+ 122" =
=A2(122" — 11™) = 12(144™ — 11™) = 0(mod 133)
[lojBgysce  CBOHCTBaMH  CpaBHEHHH, MOXHO  IOJyYHUTb
YHUBepEaIbHBIN KpUTEpuit JIEIUMOCTH (cpaBHHMOCTH)
MHOT'O3HAYHBIX YHCEI.

6100

03n+1
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Hpusnak Ilackans. Ilycte r; — ocrarok oT meneHus 10 Ha
HaTypallbHOE YHCIO M, T, — OCTaToOK OT [JeJeHHs Haw m
npousBenenus 107y u Tak jmanee, 1;, — OCTaTOK OT JICIICHUS \Hawm
npousBenenuss 107,_;. Torma i HaTypanbHOro upénawa c
JIECATUYHON  3amuchlo a = ,0,_1 -..A109 BEpHO ¢CpaBHEHUE
a=ay+nra+...+m,a,(mod m).

JelcTBUTENBHO, U3 OIPEICTICHUS YUCEI T}, U CBOMETB\CpaBHEHUH
CJIETy€eT, 4TO
r; = 10(mod m), r, = 107y (mod m) = 10?(med'm,), u BooOIIE
1. = 10¥(modm), k =1,..,n . Orciona, ckfaubiés cpaBHEHHS,
MOJTy4aeM

a=ay+10a;+...+10"a, = ay, + rya,+... ¥r,a,(mod m) .
IIpumep 15. Haifti ocTaTok oT AeneHus Ha 7 uncia 48916.
Pemenue. Beruncnum 7, 17151 npuMeHeHUA pHsHaka [lackans:

10 = 3(mod 7), 3:10 =3=3= 2(mod 7),
2-10=2-3=6(mod7),6;10="%"-3 =4(mod 7).
Takum oOpa3zoMm, HYXHBIE OCTaTku ¢yTh 3,2,6,4. g ymoOctBa
mojcueTa 3aMeHrM 6 u 4 Ha #1 =6(mod 7) u —3 = 4(mod 7)

COOTBETCTBEHHO. MTaK,
48916 =6+3+2-9—M™8—-3-4=7=0(mod 7).
OtBeT. 48916 nenurcs Ha

Oror ab3anm  MOCBSAUICH 3aMe4yaTeIbHOMYy M [NIyOOKOMY
TEOPETHKO-YHUCIOBOMY (JaKTy, KOTOPBIH OBUT CGHOPMYIHPOBaH U
nokaszaH [Ieepom dDepma. OnHako cHayaga pacCMOTPUM BOIIPOC O
COKpAILleHIH CpaBHEHKY .

Jlemma 1. Ilycts ka = kb(mod m), k u m — B3auMHO MPOCTHI.
Toraa a = b(mod m).

Hoxka3zareabctBo! llockonbky ka = kb(mod m), to ka — kb =
k(a —b) pénurcst na m. Tak Kak K ¥ M B3aMMHO TPOCTHIE, TO
a — b nexmmrciga m, T.e. a = b(mod m).

Ha mpuMépax nerko yOemuThCs, 4TO TpeOOBaHHE B3aWMMHOU
NpoCTETHE k1 m HeoOxoauMmo. JeiicTBuTeNnsHO,

5-3 =%/ (mod 10), vo npu 31oM 3 1 7 He cpaBHUMEI (mod 10).

OgHaKo BEPHO CIENyIOlIee YTBEPKACHHUE:

Jlemma 2. [Tycte ka = kb(mod kn). Torna a = b(mod n).
Teneps paccMoTpuM Manyio Teopemy depma.
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Teopema. Ilycts p — mpoctoe uncio, U A He menutTcs Hal P
Torma AP~! = 1(mod p) .
HoxkazareabcTBo. Paccmotrpum p — 1 uucino:

A,2A,34, ...,(p — DA.

[Tokaxxem, 9TO cpeay HUX HET JIBYX YHCEN, NIMEIOINX OIHHaKOBEIE
OCTaTKH IpH JIeJICHUH Ha p. JlelCcTBUTENbHO, €Clin
kA =nA(modp), 10 k =n(modp) (cMm memmyn 1)y — a 3TO
HEBO3MOXKHO TMPHU PAa3HBIX HATYpPaIbHBIX K W 1, WCHBIIUX pP.
CriemoBaTeNbHO, CPEIA OCTATKOB MPHU ACIICHUHA HYP dTHX p — 1
YHCEeN BCTPEYAIOLIUXCS POBHO MO OAHOMY pasyaBee Mucna ot 1 1o
p — 1. IloaToMy, IEepEMHOKUB BCE YHCIIA, TIOJYEUM
A24-3A..(p—1DA=1-2-3..(p —1)(modp) , T0 ecth |,
(p—1)!-AP71 = (p — 1)! (mod p) . Tak Kag'P’ — OpocToe YUCIIO,
0o (p—1)! m p - B3aumHo mnpoCEple. IlosTomMy, BHOBB
BOCTIOJIb30BABILHUCH PE3YNBTATOM JIEMMBI=ls 0Ty IHM
AP~1 = 1(mod p), uTo u Tpe6oBamQCH 10KA3ATH.

CaencrBue. Ilycte p — mpQcreewucio. Torma ans no6oro
nenoro A umeem AP = A(mod p).

HMpumep 16. Haiit octarokoT aenerns 3192 ma 101.
Pemenne. Tak kak 101 — mpoctee umcno, To 31°° = 1(mod 101).
Orcroma 3192 = 93190 =9(nied 101)

1.5. 3agayu AJI5L CAMOCTOSTEILHOTO pPeleHu s
50. Jlokaxwure, uto 30%° $611°° nemmrcs na 31.
51. Jokaxwure, yro™~I"* + 2™"+...4+(n — 1)" nenurcs HA N TpH
HEYETHOM N.
52. Jlokaxwure, 4TO“gylliecTByeT OECKOHEYHO MHOTO HATYPabHBIX
YHCell, He TIPEJCIABUMBIX B BUEC CYMMBI TPEX TOUHBIX KYyOOB.
53. Jloxaxure, 4p0 431°1 + 23101 nenurcs Ha 66.
54. JlokaxkuTe,ato cpenu 51 1es1oro uncina HaiayTcs 1Ba, KBaApaThl
KOTOPBIX MAI0T"OAMHAKOBBIC OCTaTKH TpH fneneHun Ha 100.
55. JIoKaXkUTe; UTO A A A3 ... A1 4y, = Op_q10,(Mod 4).
56. Halignte HauMeHbIlee HATYypallbHOE YHCIIO, Jelisieecs Ha 36, B
3amucH kQroporo BcTpedarorcs Bee 10 mudp.
57. Jexaxwure, 9To
TGayay = ap — ap_q+...+(=1)" 1a;(mod 11).
58 /Tokaxwre, uro urciao 111 ... 11 (2n equnmnir) — cocTaBHOE.
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59. Jlokaxkute, 9TO YUCIO A4 Ay ... ApQy, ... 301 — COCTABHOE.

60. Cymma nudp Tpex3HAYHOIO YMciia paBHa 7. JIOKaKUTE, YTONITO
YKUCIO JENUTCS Ha 7 TOrJa W TONBKO TOTJa, KOT/a JIBE “ero
nocyeHue Udpsl paBHbL.

61. Haiitu octatok ot aenenus 2100 ma 101

62. JJoxaxwure, uro 3003%°° — 1 nemmres ma 1001.

63. Jloxaxure, uto 7120 — 1 nemurcs Ha 143.

64. Jloxaxure, uto uncio 30239 + 23930 — cocrarnoe!

65. Ilycth p — npocroe 4yucio. Jlokaxure, 4To

(a+b)P = aP + bP(mod p) nus mo0ObIX HeTbi% A Wh.

66. Cymma Tpex uucen a,b u c nenutcs H&30.%/Iokaxwure, 4To
a’ + b° + ¢® taxxke nenures Ha 30.

67. Ilyctb p U q — pa3nuuHble NPOCThIC \wMCa. Jlokaxure, 4TO
p? +q? = p + q(mod pq).

68. [Tycts p — mpoctoe uncio. Jokaxuie;«sto

(p — 1! = —1(mod p)

69. Ilycth n — HaTypanbHOE YHUCIIQ, He kpaTHOE 17. Jlokakure, 4TO
6o n + 1, 6o n® — 1 genmrcs Havl7.

70. Jlokaxxute, 4YTO

a) ecmu a* + b* + c* +d* . aémartcs Ha 5, To Kaxgoe M3 UMCEN
a,b,c,d nenmurcs Ha 5;

6) ecmu a® + b? nemurcsafa 7, fo au b nensarcs Ha 7;

B) ecm a® + b3 + ¢3 nemuzcs wa 7, To u abc nemutca Ha 7.

71. Joxaxute, urto uuimo 5271 +372.27"1  ppy moGom
HaTypaJIbHOM 1 ienuTed Ha 19.

72. Tlpu Kkakux HATYPaIbHBIX N uuciao 221 —3.7m 4 5ntl. gn
nenutcs Ha 237

73. Jloxaxwure, @sogncio 11'° + 118 + 1 nemurcs ma 133.

74. Nokaxute, 4o m? + 1 HM HpU KaKuX LEbIX M He JeUTCs Ha
19.

75. Haiitif'ocrarok ot nenenns 520 na 24.

76. Jloka)kurg, 4TOo IIpH JIF000M HATYpaJIbHOM 1 YHCIIO

372 416%1 4+ 23" nemurcs Ha 7.

77. Jexakure, urto 5Kt 4 45M*2 4 357 peppreq ma 11, ecm
k, ™, W/~ HaTypaJIbHbIC YHCIIA.
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78. Jlokaxure, YTO IpH JIIOOBIX IEIBIX 4 W b u uejoMm
HeoTpumatenbHoM n ugmcno (7a + 3)2"1 + (7b + 25)204
JIleTuTCs Ha 7.

1.6. Pemenusi, yka3anus, OTBETHI

50. Pemenmue.

30% = (-1)%° = —1(mod 31), 611°° = (—1)190 = 1(mod 31).
51. Yka3zanue: PaccMOTpUTE CyMMY CUMMETPUYHBIX CHAEACMBIX.

52. Yka3zanmue: Paccmotpure uncna Buna 8k + 7

54. Ykazanue: Ucnons3yiite ToxaectBo x2 — y2 = (x'— y)(x + y)
55. Yka3anue: Bce cTeneHu aecsatu, HauuHas ¢o 1004 nenarcs Ha 4.
56. OTBer. 1023457896.

57. Yka3zanne: 10 = —1(mod 11).

58. Yka3zanue. D10 uncio aeauTcs Ha 114

59. Yka3zanue. D10 4ncyao aenuTcs Ha 11.

60. Pemrennue.

abc = 100a + 10b + ¢ = 2a + 3b ¥¢(mod 7) = b — c(mod 7),
tak KaK 2(a + b + ¢) = 0(mod 7)™8Haunr, abc nemutcs Ha 7 Toraa
H TOJBKO TOrna, Korma b — ¢ gefiurcs,na 7. Ho tak xak b, c < 7, T0
3TO YCJIOBHE PABHOCHIIBHO TOMYs Ut b = C.

61. OTBet. BenencrBue manobaeopemsr depma, oH paBeH 1.

62. Pemenme. 3003900 =1800°°°)° = 1(mod 7). Amanoruuso,
3003990 = 1(mod 11) u (mdd 13). Cnenosarensuo, 3003000 — 1
menuTcsa nHa 7, nHa 119 Ha 13, T.e. va 1001 .

63. Pemenne. Jlokaxeffyuro 7120 — 1 nenurca Ha 11 u Ha 13.
Heitctutensuo, (744)*= 1(mod 11) u (71°)!2 = 1(mod 13).
64. OTBet. D10 uneo geaurcs Ha 31.

65. Pemenne. (a + b)P = (a+ b) =a+ b = aP + bP(mod p).

66. Yka3zanue. L @KaxuTe, 4TO IS MPOU3BOJILHOTO IEJIOTO X BEPHO
cpaBuenne #°)= %(mod 30).

67. Yka3zaune, Jlokaxure, uto p? + qP —p — q nenurcst uHA p, U
Ha q.

69. Yhzanue. (n® + 1)(n® — 1) =n'®— 1 = 0(mod 17).

70. “¥xkaszanme: PaccmoTpute  cTemeHM — OCTaTKOB 1O
COOFBETCTBYIONUM MOAyJIsiM. Hampumep, eciiu @ He AeauTcs Ha 5,
10 %= 1(mod 5).

Tl.Pemenue.
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52ntl 4 gnt2.on-1 =5.6" 4 276" =57 6" 1(mod 19)}
72. Pemenne. Tlpu n = 11 + 221.
22n+l _ 3. 7n 4 gl gn = 2(4™ + 7™)(mod 23)
73. Pemenue. 113 = 1331 = 1(mod 133) . [Tostomy
11'° = 11(mod 133), 118 = 116- 112 = 112(mod 133) u
11%° + 118 + 1 = 0(mod 133)
74. Yka3zanme: Paccmotpure octatku umcen 12,24,..518% mpu
neneHnu Ha 19.
75. Pemenne. Umeem 52 = 1(mod 24). Bosse 0Be, 4acTu 5TOro
CpaBHEHHS B JIECATYIO cTeneHb, nomydaeM 520 =\{mbd 24). Takum
00pa3oM, HCKOMBII OCTaTOK eCTh 1.
76. Pemenne. Tak kak
37=7-54+2,16=7-2+2, 23 =7-3%/2, 37 = 2(mod 7),
16 = 2(mod 7), 23 = 2(mod 7). Bossplitasg® 06e 4acTd KaxIo0ro
W3 3TUX CPAaBHEHUH B CTemeHb, Momydgm377%2 = 2m*2(mod 7),
16™*1 = 2"*1(mod 7), 23" = 2™(mod 7).
CJI0KHB 3TH CPaBHEHUS, IOTYIHM
372 4 16™F1 + 23" = 2™ - 7(fnod"),T.c. 3712 + 16™+1 4 23"
JIeTTuTCs Ha 7.
77. Pemenne. Tak kak
5°=3125=11-284+1,5_ %4’ =1024=11-93+1,
3°=243=11-22+1,ff0
55 =1(mod 11),[«4*/ = 1(mod 11), | 35 = 1(mod 11),
55¢ = 1(mod 11),[43™ = 1(mod 11),|35" = 1(mod 11)
55k+1 = 5(mod 1) [4¥"*? = 4%(mod 11),
45M+2 = 5(mod 11)
CII0KUB CPaBHEHUS
55k+1 = 5(mod 11Y;4°™*2 = 5(mod 11),3%" = 1(mod 11),
nomyaum 558%% 44 45M+2 4 357 = 11(mod 11), wm
5Sk+1 4 g45m¥2 4 357 = 0(mod 11), T.e. 5K+ 4 45m+2 4 357
nenutcsda 1y
78. Penienn¢. Tak kak
7a +3&3(mod7), 7b + 25 = —3(mod 7), 1O BO3BOAI 0O€
qacyld KaX7I0ro W3 STHX CPaBHCHHWH B HEUYECTHYIO cTermeHsb 2n + 1,

UMOeM
(Za= 3)?"*1 = 32" 1(mod 7), (7b + 25)?"*! = —32"*1(mod 7).
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CJI0%HB 3TH CPABHEHHS, IOTYIUM
(7a + 3)2"*1 + (7b + 25)?™"*1 = 0(mod 7); cre10BaTE MO,
(7a + 3)?™*1 + (7b + 25)?™*! nenurcsa Ha 7.

1.7. Hauno6oab1umii 001umii neJmTe/Ib, HauMeHbIIée 00lIee
KpaTHoe, UX CBOiicTBa

Haubonvwum  obwum  oenumenem  (HOJl) faBYX ducen
HA3bIBACTCSI HAMOOJNBIIEE YHCIIO, HA KOTOPOE JACIUTOS “KaxJaoe U3
gucen. Haumenvuwium — obwum kpamuoiv (HOK), TByx umcen
HAa3bIBACTCSI HAMMEHBIIEE YHCIIO, KOTOPOE ACTMTES Ha KaXIoe W3
ATHUX YHCEI.

Jis mo0bIX HaTypalbHBIX @, b, C,d CHpPaBe/PIMBBI CIICIYIOIINC
cBolicTBa:

1. HOA(a,b)-HOK(a,b) = ab.

2. Ecmu HO/l(a, b) = n, To Haiinyses FaKue HATypalbHbIC
uncia ¢, d, uro a = cn, b = dn, npunuem HO/(c,d) = 1.

3. Benm HOJl(a, b) = 1, 1o Vn, k&N HOA(a" b*) = 1.

4. Ecmu a i b, o HOA(a, b) ="b)HOK(a, b) = a.

5.  OOmmii MHOKUTEIh MOYHO BBIHOCUTH U3-110J1 3HaKoB HOJI
u HOK: HO/[(ac, bc) = ¢ - HOA(a, b), HOK(ac, bc) = ¢ - HOK(a, b).

6. JlBa (Tpm) mocnemoBaTeHLHBIX HATYPAITBHBIX YUCIA B3AUMHO
npoctel: HOl(a,a + 1) =1, HO/ll(a,a + 1,a + 2) = 1.

7. Tlomarosoe (mocienoBarenbHoe) Beruucienue HOJl u
HOK: HOA(a, b,c) = HOA(HOA(a, b),c),

HOK(a, b, ¢)=HOK(HOK(a, b), ¢).

8. Ecmu b > a710,HO/(a,b) = HOA(a, b — a).

Yrobwr Havitn HOL #1 HOK, noctatouHO BBIMUCATH Pa3ioKEeHUs
YHCceNl Ha MPOCTble MHOXWTENH W B3SITh HX «IIepecedeHune» (T.e.
Kbl MPOCTOW/ MHOKHTENb OepeTcs B MEHBIIEH W3 CTENeHEH) U
«o0beHeHE) (COOTBETCTBEHHO, B OOJIBIIEH ).

Onnake B, ciaydae OOJIBIIUX dYHCENT YO00HEEe WCIOIb30BaTh
anzopumm Esfnuoa. OH OCHOBaH Ha CIEIYIOMINX YTBEPKIACHUAX:
1./HOM(a,b) = HOZi(a + b, b) .
BrimoftHuB/ienenre ¢ ocTaTtkoM a Ha b, monyuum a = bqy + 11
2. YHO/I(a, b) = HOA(b, 1)
Cyrb anropurma EBkimaa coctoutr B cnenyromeM. Ilycts a, b —
neJbi€ uncna, a = b > 0, tpebyercs naiitu HO/l(a, b). Beimonnus
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JIeTicHHe C OCTaTKOM d Ha b, MONy4YnM paBeHCTBO a = bqg + 7%
Ecmu r; # 0, To BBINOJHUB JIETICHUE C OCTATKOM b Ha 1y, TOIYEM,
9r0 b = 11q + 7. 3aTE€M BBINIOIHACTCS JENCHUE C OCTATKOM\I{wHa
T, U T.0. B pe3ynbrare MOBTOPHBIX [ENECHUM MONy4YHM/ CHETEMY
paBeHCTB
a=bqy+r, b=riq+1y, 11 =1yq, + 135w
Tn-2 = Th-1qn-1t Th Tn-1 = Tnln 4
raeb >1r >1ry, >1r3 >...> 1, > 0. U3 yrBepkneHus 2 fociue HAN
HEHYJIEBOM ocTaTok 1, sBisiercs HO/l(a, b).
[Toxaxem, Kak OH paboTaeT AT KOHKPETHBIX GHUCE.
Haiinem sanbonpmmii oOmmii nenurens ynced 381955 u 690713:
HO/(1381955,690713) = HO/1(690718,529) =

= HOZJ(529,368) = HOZ(368,161) = HOA(161,46) =
= HO/(46,23) = HOA(23,0) = 23.

Ipumep 17. Haiinute HanOONbIIMIiQ0IINI AEIUTENb YUCET
2Zn+13un+7.

Pemenne.
HOA(2n + 13,n+ 7) = HOA(n # 73+ 6) = HOA(n+ 6,1) = 1.
12n+1
Hpumep 18. Joxaxute, 4Tel1p0osn 3ons, — HECOKpaTHMAa HU

MPY KAaKOM HATYPaJIbHOM M.
Pemenue.
HOA(30n + 2,12n + 1) £ HOA(12n + 1, n6) = HOA(n6, 1) = 1.

Ipumep 19. Jlokaxuze, dyro uymcia 1111111 wn 1111
B3aFIMHO TPOCTEHI.
Pemenue. IIlpumenum daroputm EBkinia

HOA(111111141411) = HOA(1111,111) = HOA(111,1) =

= HO/J(1,0) = 1.
3naunt, HOA(¢#+11111,1111) = 1.

Hpumep20¥Haiimure HOA(23° — 1,240 — 1),
Pemenne. 3apmeTnM, uTo pasHOCTh ABYX uHcen aenurca Ha ux HOJI.
Torma 2491 (23° — 1) : HOA(2%° — 1,230 — 1),
230210 =1y : HOJ(24° — 1,239 — 1). Ymcno 23°, ouesmsmo,
B3aMMHOQ/ DPOCTO C HamMUMHU dYuciaamMu (002 OHHM HEYETHBIC),
cnepomateibno, 210 —1: HOM(2%% —1,23% —1). 3amerum, uto
HO/[tux uncen toxe aemurcs Ha 210 — 1, tak xak
240 -1 =(220-1)(229+1) =
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=Y —-1)(210+1)(220+ 1) : 210 — 1,

230 -1 =210 -1)(220 4+ 210+ 1) : 210 — 1,

3uaunt, HOJJ 3Tx uncen u ecth B Tounoctu 210 — 1 = 1023.
Otser. 1023.

[pumep 21. Haiigure nauOonbmiuii oOmUA enfITeHb, BCeX
ypcen BUpa p2 —1, Tme p — TmpocToe dHcIO, OoniBmiee, 3, HO
MeHnblee 2012.

Pemenne. 3ametuM, uto p? — 1 gemutcs Ha 3 npu WIOOOM p, He
nensiimeMcss Ha 3 (KBaapar 1mo MoAyiIro 3 gaer gctasok 1+ 1 aubo
OCTaTOK 2 -2, 9TO 1O MOIYJI0 3 OIHO WU TO,9%€). [BHAUYUT, HAITH
qrciia Bce OyayT nenuThes Ha 3. 3aMeTUM Takske, 9YTO OHU BCE OyayT
JenuThcs Ha 8, Tak Kak p? npu JeleHMd Ha 8 MOYKET JaBaTh
TOIBKO ocTaTok 1 (oHO cpaBHUMO OO0 ¢ 1% 1, mnbo ¢ 3 - 3, mubo ¢
55, mu60o ¢ 7 -7, 4yTo 1O MOAy/I0 8 omHONTO Ke). Ho 3ameTHM,
4TO OOJBINE HU HA YTO HAIl OOIIWI NEIWESIHL JCIUTHECS HE MOXKET,
Tak Kak 52 —1=24=3-8, a oGumil NeauTeIp IOKECH OBITH
MEHBIIIC TUOO paBeH KKIOMY W3 JHCCH: 3HAUWT, UCKOMBIN OOIHit
JENIATEND — 3TO 24.

OtBer. 24.

1.8. 3agaun UIA.LAMOCTOATETHLHOTO PpelieHUs

79. Haiigure HOJ[ (2100 —1; 2120 — 1),

80. Haiigure HO/I(111,..8111,11 ...11) — B 3ammcu mepBOro Yucia
100 emuuwmI, B 3amucu BTOporo — 60.

81. Haiinure Takue Hagypanbubie uncia a u b, uro HO/A(a, b) = 3,
HOK(a, b) = 630,41 ipu 5TOM cymMMa @ + b MUHHMaJIbHA.

82. Harypanbhble dgia a, b u ¢ takoBbl, uto HOK(a,b) = 60 wu
HOK(a, ¢) = 2Z0. Haiiqute HOK( b, ¢).

83. HarypasnpHble/uncia m u n TaKOBBI, 4TO

HOM(n,m)& HOK(n,m) = m + n. Jlokaxure, 4TO OJHO U3 HHX
SIBJISIETCS AQIIATEIIEM JIPYTOro.

84. Harypaipiisie uncia a,b,c takosbl, uro HOK(a,b) = 60 u
HOK(4, ¢) =270. Haiimure HOK(b, ¢).

85. HaTypdibHble YKcia M U N TaKOBBI, YTO

HOMl(r)m) + HO(n,m) = n + m. JlokaxkuTe, 4TO OJHO W3 HHUX
SBJISIETCS IENIUTENIEM IPYTOro.
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86. Kakum wMoxer ObIThb HauOONbIIMN 00mWMI  nenutens

HATypaJIbHBIX YMCEI M U N, €CIIH NP YBEIMUCHUH YUCIIa M “HE O

OH yBenuuuBaeTcs B 4 paza?

87. WUseectno, uro x,y € N HO/A(x,y) =13, HOK(gy)= 52.

Haitnute x u y.

88. Ha kakoe 4uCIIO U P KaKUX HATYpaJIbHBIX 11 COKpaTiMa Apo0b
n?-1 5

n*+n3-n?2+n+1

89. Haiinmure HanbOonbInMii OO HeIuTeNh Yncem 8111 111 u

11...111.
N ——

2012

12n+1

90. Jdokaxwure, 4yTO APOODH sonsz HECOKpaTHMa HHM TpPH KaKuX
HaTypaJbHBIX 3HAYCHUSX N.
91. 11 6 nS+n*+4n3+3n2+3n+1

. Jokaxwure, 4ro apoOb HECOKpaTUMa HU

’ o n4+n3+3n2+2n+1 p

NPU KaKUX HATypaJbHBIX 3HAUCHUSAX M.
92. Yemy paBeH HauOONbIINI OOLIAMEEINTENb BCEX YUCET
47+2 4 52041 poy gaTypanbHBIX SHAUEHUAX N?

o 19n+17
93. HaI/I)_'[I/ITe BC€ LICJIBIE N, IPHUKOTOPHIX m — ICJI0€ YHnCJIO0.

94. Bce O0OBIKHOBEHHBbIC JIPABUABHBIC HECOKPAaTHUMBIC IpPOOH,
YUCIUTEIM W 3HAMCHATEIN/KOTOPHIX  JBy3HauHBIC 4HCIIA,
VOOPSIOYMIN IO  BO3pacTaHuio. Mexay KakuMu — JBYMS

4
MOCIIE0BATEIBHO PACTIQIOKCHHBIMU POOSIMH HAXOAUTCS YHACIIO > ?
95. Cpemnm  OOBIKHOBEHHBIX JApoOeH C  MOJOKUTEIEHBIMH

87 88
3HaMCHAaTCIAMU, PACIION@KCHHBIMHU MCEXAY 4YHUCIaMU E )41 5,
Haﬁ,[[HTe TaKyr, 3SHAMCHATCIIb KOTOpOfI MHWHHMAJICH.

RN Pelenus, ykazaHusi, OTBETbI

79. Yka3zauneé, Bocronssyiitech anroputMoM EBknnpa.

80. YkazauuesBocnons3yiitech anroputMoM EBkinaa.

81. Pémenme. Tax xak HO/l(a,b) =3, 10 mo cBoiictBy (2)
CYIIECTBYIOT TaKue B3aMMHO MPOCTHIE HaTypalbHBIC YHclIa M, N ,
yrojfa = 3m, b = 3n. Torma 3agadyy MOXHO c(HOPMYIHUPOBAaTH B
Bufes” «Haliti Takume HarypamsHble m,n, uro HOA(m,n) =1,
HOK(m,n) = 210 u npu 5T0M cCymMMa m + N MHUHHUMAJIbHa»
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Jlanee 3amaua pemmaeTcs TmepeObopoM. 3aMeTHM, UYTO YCIOBHS
CUMMETPHUYHBIE OTHOCUTEIBHO M ¥ N.IlycTh, pagu onpeneneHHOSTH,
m<n. Tak kak 210=2-3-5-7 , TO BO3MOXHBI CICAYIOMHC
ciTydau:

m+n
> 70
> 70
> 40
. 37
5-7 41.
3-7 31
3:5 29

m
2
3
5
7

NN (W
wlwlju|u|3
U119

2
2 -
2 -

N(o1|w

Utak, cymma m +n muHumansHa (1 paBea 29), ecnmm m = 14,
n = 15. Im cootBeTcTBYIOT a = 42, b'=45. C yuéToOM CUMMETpHH
noiyuaeM otBer. OtBet: (a; b) € {(@42;45); (45;42)}.
82. Pemenne. CpaBHUM Pa3ioKeHHI Ha TPOCTHIC MHOKHUTETH YHCEIT
A = HOK(a,b) = 60 = 22-3-5/u, B"= HOK(a,c) = 270 = 2-33 - 5.
Wcxons u3 Buga A, mpeamnonokuyM,/uro a nemurtcs Ha 22, Torma
B i 2?. Ho 510 He Tak, CIEAOBATEIBLHO, HAa 22 JENUTCS YUCIO b.
AHanoruuHo, Hpeanonoxkufyute a aemurtcs Ha 33, Torma A i 33
[TockonbKy 3T He Tak, T6 Ha43° nemutcs yucno c. [oaToMy 4HCIO
C = HOK( b, ¢) nemurcaHasmponspeneane 22 - 33 = 108.
MHOXHTENb 5 MOXKET THOOMIPUCYTCTBOBATE B PA3JIOKEHUU XOTS OBI
omHOro W3 uucen b weicsy mubo HeT. COOTBETCTBEHHO, MOJydaeM
C =108-5 = 540 _guGo C = 108. OT™MeTuM, UTO TEPBBINA cIaydait
peanusyeTcs, Hanpumep, mas gwmcen a =1, b = 60, ¢ = 270, a
BTOpO# — st di=+30, b = 12, ¢ = 27. Oteet: 108 niu 540.
83. Pemennen, O0o3unaunm d = HO/[(n, m), Torma mo cBoiicTBy (2)
CYIIECTBYIOR,Bakue HaTtypansHbie p, ¢, HOA(p, q) = 1, uto

n = pd,m=_gd
TToacTaBUMBMCXOTHOE PABEHCTBO:

d+pgd zdp+q) = 1l+pg=p+qe (1-p)(q—-1) =0
Ecwp=1,Ton=d,m=qd u m:n.
Ecinyg =1, to m=d,n=pd u nim, 9o u TpeOOBAIOCH
MOKA3aTh.
84{OtBet. 108 i 540.
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85. Vkazamme. Beectu d = HOJ/I(n,m), torma 3Ip,q € N
HOA(p,q) =1 u n=pd, m=qd. Jlaree TOACTaBUTH. B
ypaBHEHHUE, TEPEHECTH BCE B OJIHY CTOPOHY U PA3JIOKHTE“Ha
MHO>KHTEIIH.
86. Pemrenne. ITycts HOJ[(n, m) = d, torna HOZl(n, m 4 6).= 4d,
d € N. U3 mepBoro ycjiaoBus cieayeT, uro N :d uemsid, a u3
BTOPOTO, JOMOJMHUTEIbHO, 4TO0 M + 6 i d. CnenoBazensio, 6 : d |
r.e. d €{1;2;3;4}. U3 BTOpOro ycloBHsS TaKKe GJIEIyeT, 4YTO
MOCKOJIBKY i 4 um+6:4, To n © m — 4eTHpie =, d — YeTHOE.
Urak, d € {2; 4}. TTokaxem, uro 00a cirydas Bo3MOKHbI. Hanpumep,
eciu n=8m=2,170 d=2,aecinu n=24m<=18,0d = 6.
OTtBer. 2 mim 6.
87. Yka3zanue. Vcnosnb3yiite T0, 4TO 00a 3TUX GwciIa aenarcs Ha 13
U SABJIAIOTCA nenutelisiMu 52. OTBer. 13 NS 2
88. Ykazanme. Vcnonp3yiite anropuriv=EBKInaa 1l HAXOXKICHUS
HOM. OtBer. Ha3 ipu n = 2k + L k € 7.
89. Pemenne. [Ipu neneunu Gonbiilero w3 uncen a = 11...111 Ha
==
MeHbiiee uyucio b = 11111 U 1Y ionyuyuM HENOIHOE YacTHOE
q = 10000000...10000000, msO€tatoxk 7 = 1111 , TO ecThb
401 pa3s
a=bq+ 1111, a — bq ==<1T9Y.
OTcro1a BUIHO, YTO BCSKHMH JIEIUTENs YKCEN d ¥ b, B TOM YHCIIE H
HauOOJBIINN, IBISETCS TakKe n nenureneM uucia 1111. Ho merko
BUIETH, uTO yncio 1414 Gamo sBIIeTCS OEJIMTEIEM Yucel a U b,
a, 3HAYHT, OHO U ecrBuxX"HO/|

OTteer. 1111.
90. Pemrenme. HO/(12n + 1, 30n + 2) = HOA(12n+ 1, 6n) =
HOA(1,6n) =

91. Pemensie) O6o3maunm HOJ(n® + n* +4n3 +3n% +3n+1,
n*+nd+3nt+2n+1) =d. [penmonoxum, uro d # 1.
BrienfiM Mg« JaHHOH ApOOM LIENTYI0 4acTh, TO €CTh BHIIOJHHM
neTeHye ¢ 0eTaTKOM YHCITHTENS JPoOH Ha ee 3HAMEHATETb:
n® P £4n® +3n2+3n+1 n*+n?+2n+1
S g i L S e S P
n® et  +4n3 +3n%+3n+1=m*+n>+3n%+2n+1)-n+
+>+ n%+2n+1).
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[TockonmpKy YHCIUTENHh W 3HAMEHATENb MTaHHOW APOOW AENATCH Ha
d, To 1 octatok ot nenernus n° +n? + 2n + 1 toxe meantcs Hald:

Teneps pasaenum aeautens n* + n3 + 3n? + 2n + 1 Ha_oCTasokK
n3+n?+2n+1 cocrarkom: n* +n3+3n2+2n+1 =
=m*+n?+2n+1)n+M?+n+1).

Mockoneky uncna n* +n3 +3n?2 +2n+1 u nd +4ndh2n+ 1
nensTcs Ha d, TO U HOBBI ocTaTok n? + n + 1 Toxeyercs Ha d.

Ananormuno pasgenum nd +n?+2n+1 Ha.n4n+1 ¢
octatkoM: N3 +n? +2n+1=n?+n+ 1) -n4 (et 1).

Tak kak n3+n?+2n+1 u n®+n+1 fefdsls va d, Ton
HOBBII ocTaToK N + 1 Toxe menutest HA d.

Hakower, pasnenum n? +n+ 1 nan + 1.c ocTATKOM:
n+n+l1=m+1)-n+1.

[MockombKy 371ech N2 +n + 1 nun + 1 neisres Ha d, TO ¥ OCTATOK,
paBHbIid 1, Toxke nenutcsa Ha d. Ho 3TO"HEBO3MOKHO, TIOCKOJIBKY 10
HareMmy mpeanoioxeHuro d # 1.,/3 moiydeHHOro MPOTUBOPEUHS
3aKirouUaeM, uyto d = 1, u, 3HAYHT, JaHHAN IPoOh HECOKpATUMA.

92. Pemenme. O003HAUMM HayOQUIBHIMK OOIIUI JETUTENh BCEX
Takux uucen depe3 d. 3ameHMM. B JaHHOW cymme n Ha n + 1,
nonyunM  cymmy  4M+3 4 523 = 4n+3 4 95. 520+l koropas
TaKxKe JenuTcs Ha d. YMHOMHUM HaHHYI0 CyMMY Ha 4, TIOJIy4UM, 4TO
u (4712 4 52nF1) . 4 = g3 194 . 520F 1 qoxe nenuTest Ha d.
3HauuT, Ha d JENUTCS U,PABHOCTH

(4n+3 + 25 - 52n+1) _ (4n+3 +4- 52n+1) =21- 52n+1.
Iockonbky d HeueTHONT0/21 : d, oTKyna d MOXKET MPUHUMATD OJTHO
u3 3Hadyenumii:1, 3,7, 214 Jdusa omnpenenenus d IOJOXKUM B JTaHHOM
cyMme n=1 41%2 4 52141 = 64 4+ 125 =189 = 21 9.
[Monyuyennoe 3mauenue npenutcsa Ha 21. Kpome Toro, u3 xona
pElIeHNsT BUAHO,({UTO €CI P HEKOTOPOM HATypajJbHOM N JTaHHAas
CyMMa JIeNUIcA Ha 21, To oHa Takke AenuTcs Ha 21 mpu 3aMeHe n
Ha n + 19x0“03HauaeT, 9T0 HAUOOIBIIUM OOIIUM JCITUTEIIEM BCEX

yycen yka3aHforo suaa caydut 21. Oteer. 21.
19n+17 2n+16

93. Peuiesué. — =3 —
7n+11 7n+11

2n+16

n+11

SIBILICTCS TIeabIM urciioM. lomyanm n < —3 wimm n > 1. OcTanock

npoBepuTh apods mpu n = —3,—2,—1,0, 1.

Haiinem nensie n, npu

KOTOPBIX | |< 1: nmpm STHUX B3HAYCHUAX [aHHAS IpOOL HE
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Otreer.n € {—3,—2,1}.

94, Pemenue. "3 yCJIOBUSA 3a7a4u CIICAYET:
x 4 u

y 7 v
10 <x,y,u,v <99,
HOA(x,y) = HOA(u,v) =1

Tpebyercs HAlTH Takue 3HAYCHUS X, Y, U, V, IPU KOTOPHIX pa3HOCTH
4 x _ 4y-7x

)

7y 7y

u 4 7u—4v

- = MHUHHUMAJIBHBI.
v 7 7v

Hcnonb3yem cieactBue W3 aiaroputMa EBKmumad ons  63aumHo
nPOCMbIX Yucen X,y Hauoymcs makue g3aumto npecmole yucia a, b,
umo ax — by = 1.

W3 npuBEICHHOTO YTBEPIKACHHS CICIY@E, UTO CYHIECTBYIOT TaKHe

ancna x, y,u, v, HOJ(x, y) = HOJl(u, ¥)e==1 uro {4y —-7x =1,

Tu—4v =1.
Penmm rnepBoe ypaBHEHHE CHCTEMBI!

7x+1 3x+1 ¥ 3x+1
4y —7x =1, Y=, =Xt € N, 0003HaYNM
3x+1 4m-1 m-1, m-1
=m, Torga X = =an ¥ —; —— € N, o0003HaUNM

4 3 3 3
-1
—=k,tornam=3k+1,"%=4k+1, y=7k+ 2.

3
Cpeny HalJICHHBIX PEHICHUITWJMEETCS MHOXECTBO JIBY3HAUHBIX.
BribupaemM wu3 HHX TaKoe,) 9TOOBI 3HAMEHATENb IpPOOH OBLI

MakCHUMalbHBIM (U3 AQIYCTUMBIX 3HA4YCHWIA): TOrga OyJeT
4y=qx 1

MUHHMAalbHA JpoOb < 7y Uckomoe 3nauenme k =13, a
L= 5—3. Ananornufio/axoaumM L= 5—6. OTBeT. 3 < 2 5—6.
y 93 v 96 93 "7 9
95. Pemienue. HycTh By Torma
39 "y 38

10 o % 010 _x2y 11
2+39<2+ » <2+38, s . e
Hanee:

N AR L L I S i

N/ x<=2y 10° 11 x—2y 10’

5 =-3x+7y 9 10 x —2y 11
— < <—<—,
11 x—2y 10 -3x+7y 5

4x — 9y 1 4x-9y 6

9
1+1<1+ <1+6 < <
9 —3x+ 7y 5’ 9 -3x+7y 5’
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4x — 9y = q, T {x=7a+9b,
-3x+7y=0b ora y=3a+4b’

1 6 5
I/IMCCM; < % <5 OTKyma—-a < b < 9a.

IMomoxum {

1
Honyctumele 3HaueHust y = 3a + 4b: 6§a <y <40a.
Haumensiiee BO3MOMKHOE 3HAa4eHHWE Y JOCTUraeTcs Fpu.a =1 u

16
paBusiercst 7. Ilpu srom b = 1,x = 16. CienoBateiibHo, - -

16
nckomasi 1pobs. OTBeT. -

1.10. YpaBHeHHs B HeJbIX YucTaxX

Vpasuenue Buma f(x,y,..) =0, mnepecMEwHble B KOTOPOM
CUMTAIOTCS IENOYHCICHHBIMY, HAa3bIBACTCH “YpasHeHUEM 8 UeabiX
yycnax WA ouoghanmosvim ypaeneHuems, Habop 1enodrcieHHpx
3HAYCHWI TIEPEMEHHBIX, MPH IOJICTAHOBKE, KOTOPHIX B ypaBHEHHE
MOJTy9YaeTcsl BEPHOE PaBEHCTBO, Ha3bIBacTes peuseruem TUohaHTOBA
YpaBHEHUSI.

YpaBHeHue Buaa ax + by='c HaA3BIBAETCS  JIUHEUHbIM
OUOPaAHMOBHIM YPAGHEHUEM.

Jiis pemeHus B LENbIX YHEIaX/ypaBHEHUs BUna ax + by = c,
rae a,b,c — 1enble YMCIIA,NQTAUYHBIC OT HYyJIs, NMPUBEAECM P
TEOPETUUECKUX  IOJIOKECHUIM N, /KOTOPHIE  TO3BOJSAT  YCTAaHOBUTH
MPaBUJIO pEIIeHHus. OJTH TOJNOXKCHUS OCHOBAHBI HA HW3BECTHBIX
(hakTax TeOpUN IETUMOCTH.

Teopema 1. Eciiy HOA(a, b) = d, To CymecTBYIOT TaKue IEIIbIC
YKCIia X U Y, YTO UMEET MECTO paBeHCTBO ax + by = d.

(DTO  paBEeHCTBOW /HABBIBACTCS JIUHEUHOU KOMOUHayuel WIH
JUHelHbIM npedcmagiienyuem HanOONbIIero OOIIEro ACTHUTENS JBYX
qucel Yepe3 CAMIPTH Yrcla.)

Jloka3aTenpCiBO  TEOpPEMbl OCHOBAHO Ha  HCIOJIB30BAHUU
paBeHCTB ampopuTMa EBKIuma I HaXOXKACHHS HaHOOJBIIETO
o0mIero ACHATENns AByX 4Yuicenl (HAMOONBINUN OOUIMi JenuTenb
JAHHBI¥ YNCEll BBIpaKaeTCs 4epe3 HEIOJIHbIE YacTHBIE M OCTAaTKH,
Ha4YMHas/C MOCIIETHET0 paBEHCTBA B anroputme EBknnna).

Hpuviep 22. Haiitu nmHeiiHOe mpeacTaBieHre HaMOOIBIIETO
oOuere. nenurens uncenr 1232 u 1672.

Pemenue. 1) CoctaBum paBeHcTBa aaropurma EBkimna:
1672 = 1232 -1 + 440,



38

1232 = 440-2 + 352,
440 = 352-1+ 88,
352 = 88-4, T.e HO/I(1672,352) = 88.
2) Beipazum 88 mocnenoBaTenbHO uepe3 HEMOJIHBIE YACTHBIE U
OCTaTKH, HWCIIONIb3YSl TIIONyYEeHHBIE BHINIE PABEHCTBA, ‘HAYHAS C
KOHIIa!
88 = 440 —352-1 = (1672 — 1232) — (1232 — 1672 -2 232 -2) =
=1672-2—-1232-4
T.c. 88 =1672-3 4+ 1232 (—4)

Teopema 2. Ecnu B ypaBHenuu ax + by & 1 HO/l(a, b) = 1,
TO YpaBHEHHE UMEET, 10 KpaillHEeH Mepe, OHO JEN0SYpEILICHHE.

CrpaBeIMBOCTh 3TOU T€OpeMBI ciieayeT u3 reopemsl 1. Takum
00pa3oMm, YTOObI HAWTH OJHO IIeJI0e PEUICHAC ypaBHeHHS ax + by =
1, ecirm HO/I(a, b) = 1, mocratouHo Mp&ACTABUTH YUCIO 1 B BHIE
JIMHEHHON KOMOWHAIMK Yucesl a u b.

IIpumep 23. Haiitu 11e510€ penicHne ypaBHEHUS
15x + 37y = 1.

Pemenne.l) 37 =15-24+7,15=%2+1. 2) 1=15-7-2=
=15—-(37—-15-2)-2=15-6 437 - (-2),
T.e. Xg = 5, Yo = —2 — pelcHue NAHHOTO YpaBHECHUSI.

Teopema 3.Eciu B ypaBaenuy ax + by = ¢ HO(a,b) =d > 1
Y C HE IeNUTCS Ha d, TO YpaBHEHIE IENIbIX PEIICHUN HE UMEET.

Jus  nmokasarenbcTBa (TEOPEMBI  JOCTATOYHO — MPEIIOJIONKHUTH
MIPOTUBHOE.

IIpumep 24. HaiiTy'ignoe penienre ypaBHeHus 16x — 34y = 7.
Pemenne. HOJ[(16534) 2, 7 He nenurtcs Ha 2, ypaBHEHHE LENBIX
pellieHui He uMeeTs

Teopema 4.Ecnu B ypaBHenuu ax + by = ¢ HO(a,b) =d > 1
u cid, TO OHQ PaBHOCWIBHO YpaBHCHHIO a X + by =cCy , B
koropom H@JI(ap by) = 1.

IIpn , dekasarenbcTBE TEOpPEMBI ClIEMyeT IOKa3aTb, dYTO
MTPOU3BOABHOGMIECIIOE PEIICHUE TICPBOTO YPABHCHHUS SBISACTCS TaKKe
pelieHHeM BIOPOTo ypaBHEHHS U 0OPATHO.

Teepema 5. Eciu B ypaBuenuu ax + by = ¢ HO/l(a, b) = 1, o
BCOYICHBIC pemIeHus 3TOr0 YpaBHEHUS 3aKIII0YCHEI B (popMynax:

X = xoC + bt, Y = Yo — at,
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TIe Xg,Yo— lleJoe pelieHne ypaBHeHuss ax + by =1, t — mdbos
LIEJIO€ YHCIIO.

[Ipu nokaszaTenbCcTBE TEOpPEMBI CIEAYET MOKa3aTh, BO-TICPBBIX,
YTO TPUBEACHHBIC (OPMYIBI JCUCTBUTEILHO JAalOT #PCHIEHUS
JaHHOI'O YpaBHEHHUS W, BO-BTOPBIX, YTO IIPOU3BOJIBHOE, LIEJIOE
pEIIeHre 3TOr0 YPaBHEHHUS 3aKIIIOYCHO B IPUBEACHHBIX(DOPMYIIax.

[IpuBeneHHBIE TEOPEMBI MO3BOJISIIOT YCTAHOBHTHy CIEAYIOLIEE
NPaBUJIO PELICHUS B LEJBIX YUCIAX ypaBHEHHS @¥-by = c, rre
HO[(a, b) = 1:

1) HaxoauTCH 1IE0e pelIeHHe YpaBHEHUs ax By = 1 myrem
npencraBieHus 1 Kak JTUHEWHON — KOMOWHAWuM ymcen a u b
(CyIIecTBYIOT M JpyTrHe CIOCOOBI OTBHICKAHKSLLEIIBIX PEIICHUH 3TOT0
YpaBHEHHUs1, HAIIPUMED IIPU UCIIOIb30BaHUH LHElHbIX Ipobeit);

2) cocTaBisieTcs oomas popMyIia HesbIX PeHICHU JaHHOTO
YpaBHEHUS: X = XoC + bt, ¥y = yoc —aL,~rae  x3,Yo — LeIoe
peleHre ypaBHeHUsI ax + by = 1y &< o0oe 1enoe 9ucio.
[lpunaBas t ompeneneHHbIE LENbIC \3HAUCHUS, MOXHO IIOJyYUTh
YacTHBIE pPEUICHUS JaHHOTO/ yPAaBHEHHSA: HaWMCHBLIME IO
aOCONMIOTHOI BelWYMHE, HAgMEHbllMe MOJOXKUTENIbHbIE (eciu
MOXHO) H T.II.

IIpumep 25. HaiiTi nefisle pEIIeHns: ypaBHEHUS
407x — 2816y = 33.

Pemenue. 1) Ympormaem iagtoe ypaBHEHHUE, MPUBOAS €T0 K BHUIY
37x — 256y = 3. 2) . Remaem ypaBHeHue 37x — 256y = 1.
256 =37-6+34, 3%=84-1+3, 34=3-11+ 1.
1=34-3-11=256\37-6—-11 (37 —-256+37-6) =
=256-12—37-83= 37 - (—83) — 256 - (—12),

T.e. Xo = —83yg= —12.

OOmmii BUA BCeX{IEbIX PELICHUI JaHHOTO ypaBHEHUS:

x = —83-8 256t = —249 — 256t,

y = —12/"3 =37t = —36 — 37t.

[onoxus™ = —1, nmoayunm x; = 7,y; =1 u obume ¢GopmyIsl
pemeHnid npuMyT Bua:  x = 7 — 256t,y = 1 — 37¢t.

@nHoNn u3 uael pemeHnil ypaBHEHHH B IENbIX YHACIaX SIBIAETCS
orpaHddcHue niepebopa. s 3TOro MOKET OBITH WCIOJIB30BaHO,
HatpuMep, pa3IoKeHUEe Ha MHOKUTEIIH.
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IIpumep 26. Pemure ypaBuenue: xy + x — 3y = 4.
Pemenue. Ypasuenue npusogurcs K Buny (x — 3)(y + 1) = =74
—7 MOXHO Pa3NIOKUTh B MPOU3BEICHHUE IBYX MHOXHTEICH TOIBKO
nBymst  cnocobamu: —7=-1-7 u —=7=1-(-7).4 Oscrona
noiyyaeMm otBet: {(—4;0), (2;6), (4; —8), (10; —2)}
JlpyruM  crmoco0OM — pEIICHHSI 3TOTO  YPABHCHHS=uysIBIISICTCSI
BBIPKEHUE X Uepes Y-

3y—4 7 7
=—=——=3—— Tak KaKk —— JOJDKHO OBITE=LENLIM YHCIIOM,
y+1 y+1 y+1

to (y + 1) MoxeT ObITh paBHO ToJbKO 1,—1, 7,/~7.

OrpannunTh TIepedOp MOXKHO IPeoOpa3oBaHUECM JIEBOM YacTh
YpaBHEHHUSI K CYMME HEOTPUIATEIBHBIX (YHKIIHH.

Ipumep 27. Pemure ypaBuenune 5x* +\10%2 + 2y° + 4y3 = 6.
Pemenne. [IpuBogum ypaBHEHUE K BUAY
5(x2 +1)%2 + 2(y3® + 1)? = 13. Orcioma~aveem 5(x? + 1)? < 13,
a Tak kak (x? + 1)?- nemoe uymcmo, TO (x? + 1) MoxeT OBITH
paBeH Toabko 0, 1, —1. Jlerko BUACTh) YE0 BO3MOXKHO TOIBKO X = 0.
Torma (y3+1)2 =4 uy=1.
Otser. (0, 1).

Ecnu oTHOCHTENBEHO OJTHOTO H3.HEN3BECTHBIX YPABHEHUE SIBIISIETCS
KBaJIpaTHBIM, TO OTPAaHUYMTH“IHEpeOOp MOXKHO, HWCIIONB3ys He
OTPHIATETLHOCTh JUCKPUMAHANTA.

IMpumep 28. Pemure\ypapuenne 10x +y = x? + y? — 13,
Pemenne. YpaBHeHre KBAPATHOE OTHOCUTEIBHO X!
x2 —10x + (y? — y=A3) = 0. Ycnosuem CYILIECTBOBAHHUS
pEILICHUs SBISIETCS D/4_ =25—-y2+y—13>0,1e. -3<y <4
Takum 00pazoM; JIOCTAaTOYHO repedpathb ciIydJau
y=-=3,-2,—170;1,2,3,4.
OtBer.(—5, =3))(5, 4).

Jpyroi, iieeit sBiIsieTCS CpaBHEHHE JIEBOM W TMpaBoM yacTei
YpaBHEHHUS TTOYKAKOMY-TO MOJTYIIIO (MITH CPaBHCHHE OCTAaTKOB).
Tpumep 29. Pemute ypapHenue x2 + y? = 4z — 1.
Peménie./ Tax xak x2 =0, 1(mod4), 10 x?2+y%2=0, 1,
2(m0d¥), a4z — 1 = —1(mod 4).
OtBer. PewieHuii HET
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Mpumep 30. Pemure ypaBHenune 3™ 47 =2" B nefipix
qHciax.
Pemenne. Eciu m >0, 10 nmeBags uacte 3™ + 7 = 1(med3),
3HAYUT, €CIM pEIICHHe eCTh, TO M 4YeTHO, T.e. n = 2Zk.“~lorma
3m=2%—-7=4k—-7 Ho 4k -7 = 1(mod4), 3uduits, eciu
pelieHne eCTh, TO U M OJDKHO OBITh YETHBIM, T.€. M =2P=tITaK, B
pesynbrate nmeem 32P = 22K — 7 yim
7 =22k - 320 = (2K —3P)(2F + 3P).  Orciopae..25% 37 =7,
2k 3P =1, rem =2, n=4. Ilpu m =0 /uoiysaecM BTOpOIi
OTBET: n = 3.
Omerm=2, n=4 m=0, n=3.

IMpumep 31. Jlokaxurte, uto ypaBHenue x> + y? + z? = 2xyz
(1) HepazpemMo B HATypaTbHBIX YHCIIAX,
Pemenne. IlpuMeHHM Tak Ha3bIBAEMBIR “METOJl «OESCKOHEUHOTO
ciyckay. [lomosxxum mpoTUBHOE.

[lycTe nanHOe ypaBHEHHE Pa3pEHIUMO B HATypaJIbHBIX YHCIAX.
IIpaBas 4acTh ypaBHCHHUS ACTUTCS HA'Z, €JICIOBATEIHLHO, U €0 JIeBas
4acTh ACMUTCS Ha 2. DTO BO3MOQXKXHO IUINb TOTr/Aa, Koraa JuOo
X, Y, Z — 4eTHbIe 4ncia, TU0Q ‘OflHY 13 HUX YETHOE, a JIBa JIPYTUX
HedeTHble. B mocneHeM crnydac™ipaBas 4yacTh ypaBHEHUS JICITHTCS
Ha 4, a neBasg — TONBKO Ha, 2 'Y3HAYUT, OCTACTCS IOJIOKUTH, YTO
yhcina X, Y, Z 4eTHbIe( T.64 X = 2Xq, Y = 2y1, Z = 2z, TOTAA
ypasrenne (1) mpumensmi/ x7 + v + z7 = 4x,y,2z,.  (2)

I[IpumenuB k ypaBHeHHUI® (2) Te XK€ paCCyXICHUS, YTO U K
ypaBHeHuto (1), 3anumem;

X1 F 2% Y1 =2y3, 7y = 22,
% + Y5 + 25 = 8x,7,72,.

COOTHOLICHUS Xy, = 2X4q  HPUBOAAT K OCCKOHEYHOH
MOCJIEeIOBATEALHOCTH HATYPAITBHBIX YHCET

X >xq >Xg »...> X > Xppq >.... HO dTa mocnenoBaTenbHOCTD
noJnkHa ObIeh koHeuHOU. ClieoBaTeNIbHO, HAIE MTPEIIOI0KEHHE HE
SBIISIETCS “BEPHbLIM © ypaBHeHHe (1) B HaTypalbHBIX 4YHCIaX
Hepazpeuupeo.
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1.11. 3agaum AjJs caMOCTOSITEILHOTO pPellleHu s
96. Pemute ypaBHEHHE B IEJIBIX YUCIIAX, UCIIONB3YsSI TIpe/ICTaBTeHTIC
HaHOOJIBIIEr0 OOLIETO NEJMTENs ABYX YHCENl B BHIC MX JIMHEUHON
koMOuHauuu: a) 27x — 40y = 1; 6) 81x + 52y = 5;
B) 42x 4+ 34y = 5; 1) 253x — 449y = 3.
97. HaiiguTe BCe 1ICIIOUHCIICHHBIC PEIICHUS YPABHEHUS
3x% + 4xy — 7y? = 13.
98. Pemute B LENBIX YMCTIAX ypaBHeHUE 2X2 — 2xy + X% y = 2.
99. Haiiaure HaTypalbHBIE X W Y, JJISI KOTQPBIXeBBITOIHACTCS
paBeHcTBO 2% — 15 = Y2,
100. Haiiaute HATYpadbHbBIC YKCTaX U Y, IS KQTOPBIX BHIMOIHSICTCS
paenctBo x*+x3+x%2+x+1=1y?
101. Haiitu Bce mapbl Uenbix uucen (XNy), yIOBJIETBOPSIOIINX
ypaBHeHMIO: X2 — 2xy + 2y% =
102. Jlokaxute, uTo ypaBHeHHE xX&=4¥% — 11 =8y He wumeeT
PCLICHUIA B LIEJBIX YHCIIAX.
103. Pernte B 1ebIX yuciax cuctfemMy ypaBHEHHI
{xz—yz—z2 =1,
y+z54& F3.
104. Pemmre B nensix yncnax,ypasHenune xy + 2x + 3y = 7.
105. Pemmnte B HAaTYpanbHBIRUMEHAX ypaBHeHHE X2 + x + 1 = y2.
106. Pewure B nenbix unciax ypasaenne 4~ + 3Y = 5%,

1,1, 1
107. Pemute B HaTypaJibHBIXANCIIAX YpaBHCHHE ct 5 to= 1 npu

XxX<y=<z
108. Pemute B HaTypaIBHbIX YMCIaX ypaBHEHHE 2Xy = x2 + 2y.
109. Pemmure B nefsiX uficiax ypapaenue 2% + 1 = y?2,
110. Toxaxure, 4to ypaBHeHue y> = 5x2 + 6 He UMeeT peleHuii B
HEIbIX YUCIIax.
111. PemuTe BHATYpaTbHBIX YHCIIaX YPAaBHEHUE
2xy + 4z, =Ndx? + 4y?z,
112. HaiiguTeyBce mapbl HEIBIX YUCET X, Y, TPH KOTOPBIX SBISETCS
BepHbIM paBetictBo x> — 3x% —xy —8x — 2y +27 =0
113. Haitngre Bee 1enble MOJOXKUTEIbHBIC PEIICHNS YPAaBHEHUS

3x% + 3xy + 2x — y = 565.
114 Moxer a1 AUCKPUMHHAHT KBaJPaTHOIO YPaBHEHUS C IEIBIMH
kO3pdunmentamu papaaTecs 237
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115. PemnTe B HATypadbHBIX YHCIIAX YPaBHECHUE
n'+5n+13=k?% rme n!'=1-2-..-n — npoussenenue “BEEX
HaTypaJbHBIX YHCel OT 1 10 n.

116. Pemmts B HATYpajJbHBIX YUCIIaX ypaBHEHHE:

xz + 4y = yx? + z%y.

X, XZ Z
117. Pemmre B 1eNbIX yMciIax ypaBHECHHE ?y + 5 + Yi=3.

X

118. Pemmnre ypaBHenue 2x + 3y + 5z = 11 B uenbIxX\quchax.

119. Haiigute Bce mapbl HEJBIX YHCET X U Y, YROBAGTBOPSIOIINC
ypasrenmio: (x2 + y?)(x +y — 3) = 2xy.

120. JlokaxuTte, 4TO MMEETCS OCCKOHCUHO MHOIOLIPOCTBIX UYHCE,
CPaBHUMBIX € 3 IO MOIYIIO 4.

121. Pemmute ypaBHEHHE B LENbIX YHCIAX Xdw, 7y + 2 = 0.

1,1, %
122. Jloka3aTh, 4TO ypaBHEHHE =t o s eV 1 He UMEeT IEeNBIX

MOJIOKHUTENBHBIX PEIICHHH.

123. HaiiguTte BCe yNMOpsIOYEHHBIE JTPOUKY (X; Y; Z) HaTypalbHBIX

YHCEJ, yIOBJICTBOPSIOIINX PAaBCHCEBYY, X + 3% = %.
z

124. Pemute B 1eJIbIX yKciIax ypasticune 9% = 4y + 1.

125. Pemmwre B 1eJIbIX YKCIax ypaphiCuue 2x% + 9y% — 8xy — 3y = 0.

126. Jlns Bcex 3HaueHMi mapamezpa a € (2, 4) Haiaure BCe I1eNble

umCyIa X ¥ Y, YAOBIETBOpsyoIIie/paBeHCTBY X2 + 5xy + 6y2 = a.

127. Haiigure Bce mapbl HEIBIX YUCET X U Y, IPH KOTOPBIX SBISETCS

BEPHBIM PaBeHCTBO x> ~=xy — 7x + 2y + 23 = 0.

128. Pemure B nenseusciax ypapuenue x> + xy? + 2y3 = 0.

129. Haiitu Bce #ipocThle Yucia P W ¢, OIS KOTOPBIX BEPHO

paBeHCTBO p? — 242 = 1.

130. Pemmre B UeabIX Yucaax ypapHeHue 2xy + 3y? = 24,

131. Haiiautéy/ Bce mapsl (X,y) HaTypaJbHBIX  YHCEl,

yZI0BJIETBOPAIONINE ypaBHeHHIO X2 + Y2 = x5,

132. Haitmurc Bce HaTypalibHbIC YKCIIa L K M TaKHe, 4To

11+ 2148 4+ ith= m?

133. JJokaxHTe, 9TO HE CYIIECTBYET TAKHUX LEIBIX YUCET N K M, YTO

m3 + 6m%+ 5m = 27n3 + 9n? + In + 1.
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1.12. PemeHusi, yka3aHus, OTBETbI

B) ypaBHEHUE

96. OTBeT. a){x = 3 + 40¢t, 5) {x = —7+4 52¢,

y=2+27t y =11 + 81¢;
x =71+ 449¢,

y = 40 + 253t.

97. Pemienne. Pa3yioxuM JIeByIO 4acTh HA MHOKUTEIIH:
3x% +4xy — 7y? = (x — y)(B3x + 7y).

Nmeem  (x —y)(3x+ 7y) =13.  TlockombKy w13  MOXHO
NPEICTaBUTh B BHJEC MPOW3BEACHHUS ABYX LEIBIX/UKCEN C y4eTOM
HOPSIIKA YETHIPHMSI CIIOCOOAMU

(13=1-13=13-1=(-1) - (-13) = (-13)%(-1)), 10
HOJTy9aeM YEThIPE CUCTEMBI:

LIEJTBIX PEIIeHUI He UMEET; T) {

x—y=1, x—y =13, x<y=-1,
{3x+7y= 13, {3x+7y= 1, {3x+7y:—13,
x—y=-—13,

{3x+7y=—1.

HenouncneHHble pelIeHUsI UMEIOT b 1-51 1 3-51 CUCTEMBI.
Otser. (2; 1);(=2; —1)

2x2+9x-2

98. Pemenue. Boipazum y dyepes xX¥y = p— [Ipeobpaszyem
MOJYYEeHHYIO APOOh
2 _ 20 -
=2x +9x 2=2x X+10x 5+3=x+5+i'

2x-1 2x-1 2x-1
[TocKkoNIBKY Y U X — LieBie, TO % JOJDKHO OBITB IIEJIBIM YHCIIOM.
Hmeem dyetwsipe Bo3M@ikHOCTH: 1) 2x—1=1; 2) 2x—1=3;
N2x—1=-1; 4 20— 1=-3.
3arem HaxomuMm x U Y JOTBeT.(1; 9); (2; 8); (0; 2); (—1;3).
99. Pemenne. Raccmorpum nBa ciryyast. 1) x = 2k + 1
(x — neuernoe Wficno). INockonbky 22 Hpu jeneHud Ha 3 JaeT B
octarke 1, £0 22K*! npu nenennm va 3 maer B ocratke 2 (22Kt =
(29)* - 224 2(3) = 2), 15 nenurcs Ha 3. CreoBaTenbHO, Y2 He
nenutcy Ha, 3. Ho xBampar umcna, He Aensmierocs Ha 3, JaeT MPHU
nenenfin/tia, 3B ocrarke 1. Takum 06pa3oM, paBEHCTBO HEBO3MOXHO
(eBask I mpaBasi YaCTH JAIOT [PH JCICHUU HA Pa3HbIC OCTATKH).
2) % =2k. Torma 2%% —y? = 15, otxyna (2F —y)(2* +y) = 15.
063, MHOXXHUTEIS ClieBa LeJble W MOJOKHUTENIbHBIC (TaK KaK BTOPOH
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MHOXKUTENb TIOJIOKHUTENICH), BTOPOH Oouble mepBoro. Bo3MoskHbE
nBa Bapuanta: 2 —y = 1,28 + y = 15u 2k —y = 3,2k + '=/5
Ortser. (4; 1); (6; 7).

100. Pemenue. [IpencraBum JeBylo 4acTb B BUAC

2
X 3 5 55
(xz + > + §) + 3 X + " YMmHOkass 00e yactu Ha 64, moiyyaem

PaBEHCTBO
(8x2% + 4x + 3)? + 40x + 55 = (8y)?.
Taxum 06pazom, 8y >8x% +4x +3, 2y=2x*+x + 1.
YMHOXHM 00€ dYacTH HCXOAHOTO paBEHCTBE, May 4, a 3arem,
BOCIOJIb30BABIINCH TEM, YTO
4y? > (2x% +x +1)%? = 4x* + 4x3 + 5%% + 2x + 1,
Oymem uMeTh 4x* + 4x3 + 4x2 + 4x + 4 > 4 #4x3 + 5x% + 2x + 1,
wim x% —2x —3 <0, otkyaa x < 3. Ogwaioch NPOBEPUTH IS X
3Hauvenus 1, 2, 3.
OtBer. x = 3,y = 11.
101. Pemenue. [IpeoOpasyem ncxonHOSYypaBHEHHE K BUAY:
(x—y)?+y2=0. CrenoBareiibo, COpaBeANiMBa CHCTEMa
HEPaBEHCTB!
{(x—y)2 <SI {Ix—yl <3,
y*<9 Iyl <3

U3 HepasencTBa |y| < 3 HaX®auM BCe BO3ZMOXKHBIC IIENIbIC -
y=-3,-2,-1,01,23

B nmanHom ciyvae, mpOmie, He pemias HepaBeHCTBa |x — y| < 3,
Cpa3y NMOJCTaBUTH ITIZHANCHUS B UCXOJHOE YPaBHEHHUE U PELINTh
€ro OTHOCUTENBHOX . Helyuaem:

{x=—3, {x:J_rZJ_m/E, {x=i1i\/§, {x=i3,
y=-3 y= 12, y =1, y = 0.
Otser. (—3;=3); (—3;0); (3;0).
102. Pemeue. 1-u cnoco6. [Ipeobpazyem naHHOE ypaBHEHHE:

x? —11 = 8y — 4x.

IIpaBas wacrp 8y — 4x mpu mMoOBIX IENBIX X U Y deTHA. JIeBas ke
JacTh/YPABHEHHs, €CJIH OHO MMEET PEUICHUs, MOXKET OBITh YETHOMH
TOJIBKQ, PV HEYETHOM X2 M, ClleI0BaTeNbHo, HeueTHoM x. Temnephb
ypaBliefivie 3anuiiem B cienyromeM Buae: x2 + 4x + 3 — 8y = 14
wig (x + 1)(x + 3) — 8y = 14.
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Ecmu x HewetHo, TO X + 1 ¥ x 4+ 3 — Ba MOCIEIOBATENBHBIX YETHBIX:
YHUCIIa, a TIOTOMY WX npou3BeneHue kpaTtHo 8. Ilockombky 8y TeiKe
KpaTHO 8, TO JieBast 4acTh ypaBHEHHs KpaTtHa 8. OpHakQ mpasas
4acTh HE JACTUTCS Ha 8.
CnemosarensHo, ypaBuerne (x + 1)(x + 3) — 8y = 14,4a Buecre ¢
HUM W JIaHHOE YpaBHEHUE HE UMEIOT PEIICHUN HU MPU KaKKX [EIbIX
Xuy.

2-1i cnoco6. TlpeoOpa3yeM NaHHOE ypaBHCHHE, BBIIGJWB TMOJTHBIN
KBajpar B npasoii wactu: (x + 2)2 — 15 = 8y
[Tycts x + 2 = z. [lepelinem Tenepb K CpaBHEHHIQ AT0Moaym0 8:
z? = 7(mod 8), Tax kak 15 = 7(mod 8).
CpaBuenne z2 =7(mod8) He wuMeeT peweHWil, Tak Kak He
CyIIecTBYeT KBaJpaTa HATYpallbHOTO YHCIIdy, KOTOpOe MpH JICICHUH
Ha 8 maBamo Obl B ocratke 7. B camomwjene, ecau z = 8k, 10
z2 =0(mod 8); ecim z =8k + 1, &re-2z% = 1(mod 8); ecmm
z=8k+2, to z> = 4(mod 8); ecsiu z'= 8k + 3, T0
z? = 1(mod 8), u, Hakoren, ecii z\="8k + 4, To z> = 0(mod 8).
Oteer. Pemiennii B Lenpix yncaax HEw
103. Pemenue. Bripasum u3 BTopOrg’ ypaBHEHHs X 4epe3 Yy U Z U
MOJICTAaBUM B mepBoe: Yz — 3y 3z+4 = 0.

3z—4 5 5
OTcrozLay=23=3+;. Tak kak y € Z, T0O ;EZ.A3T0
BO3MOJKHO JIUIIG TpH ycnppun)Z —3 = +1uz — 3 = £5.

Takum oOpaszom, mnonydaeM: 2z, =4, z, =2, z3 =8, z, = =2,

3aTeM HaXOJIUM COOTBETETBYIOINE 3HAUCHUST X U Y. Toryia perienue
CHCTEMBI 3aITHIIIEM B.BIG!
(9;8;49;(78; —2; 2); (9;4;8); (—3;2;—-2).

Otser. (9; 8;4); (—=37-2;2); (9;4;8); (=3;2;-2).
104. Pemenne \ITpencraBum JeByIO 4acTh YpaBHEHUS B BUJIC
xy+2x+3m=(x+3)(y+2)—6, mocie dero ypaBHCHHE
npuobperaéegun (x + 3)(y + 2) = 13.

Ecnu x/ "N — 1enble yucia, TO MHOXKUTEIM X +3 u y +2
TaKXe ZOJIKHBI OBITh IIEJTBIMH.

UYuechio/' 13" packmagpiBaeTcsi B NPOM3BEACHHE LEJIBIX YHCET
YeTRIPBMS pa3In4yHeIMu ciocobamu: 13 =1-13=13-1=
= (=D (—13) = (—13) - (—1). TTosTOMY BCE pelIeHHs TAHHOTO
YPaBHCHUS B [IEJIBIX YMCIIAX MOTYYAIOTCS H3 CUCTEM:
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x+3=1, x+3=13, x+3=-1, x+3 =413
{y+2=13, {y+2=1, {y=2=—13, {y+2=—1,

pelast KOTopble, moiaydaem otetr: (—2, 11), (10, —1), (—4, =15),

(—16,-3).

Otser. (—2, 11),(10, —1),(—4,-15),(—16,-3).

105. Pemenue. Paccmotpum ypasHenue x2 +x + 1 =94, = 0 kak
—1+,/4y2-—3
2
4TOOBI X OBLIO IIETBIM YHCIIOM, HEOOXO0AUMO, YTo0bi 492 — 3 6bLIO

TOYHBIM KBaJIPaTOM, a 3TO BEPHO TOJIBKO TpH Y = #1
(4y?-3=z2 © Qy—-2)Q2y+2z)=3 oy =, z=+1
winy =—1, z=41 Otser. (—1, 1) u (0,"h).
106. Pemienne. PaccMOTpUM OCTATKH, MONYHAEOIIACCS IPU ICICHUN
obeux vactedl ypaBHeHus Ha 4. IIpaBasi,uaCTh NpU HATypaTbHBIX
3HAYCHUAX Z IACT OCTATOK 1, a JieBast 4aCTH\MOXKET JaBaTh ocTaTku 1
NpU YETHBIX 3HAYCHHUAX Y W 3 MPH HEUCTHBIX 3HAUCHHAX Y. Takum
00pa3oM, TOJBKO YETHBIC 3HAYCHUS | Yo MOTYT BXOIHUTH B PEIICHHUS
naHHoro ypaBHeHHs. [1ycTh y = 2Knpiic k — HaTypajibHOE YUCITIO.

PaccMmoTpuM octaTku OT JencHug 0perX vacTel ypaBHCHUS HA 3.
Boipaxkenne 4Y maer mnpu neuchm#t Ha 3 ocratok 1, a 5% mpwm
YETHBIX 3HAYCHUSX Z JaeT OCTATOK'1, a IPU HEUYETHBIX 3HAYCHUIX Z
— octaTok 2. [To3TOMy TOJIBKONIETHBIC 3HAUCHUS Z MOTYT BXOJUTH B
pemtenus. [lycts z = 21,(rae [) — HaTypanbHOE YHCIIO.

W3 wucxomHOro ypaBfeHIS, mepeHocss B mpaBylo dvacth 37 u
packiapIBas 1o (GopMyFEPa3HOCTH KBAPATOB, MOJTydaeM
4% = (5" — 3F) (5! 35y

Kaxnpiii wu3 (TOAydeHHBIX MHOXHTEICH JIODKEH — SIBJISTHCS
HEOTPHILIATEIBHON CTEIICHBIO YHCIIa 2, TOCKOJIBKY B Pa3IOKCHUH HX
MPOU3BEICHHS \HA TPOCThIE MHOXXHTEIH MHPUCYTCTBYIOT TOJBKO
nBouku. Uméem

KBaJipaTHOE OTHOcUTeNlbHO x. Torma x = Vg Toro

54 3% =29,
I k ¢ npuiuem s > t.
5 —=3% =2F,
CrnoxyB , >M1 ypasHeHus, momydaem 2-5!=2t-(257t+1)
IMockonkky B pas3lioKeHHE JIEBOM YacTH HA MPOCThIC MHOKUTETH 2
BXOMUT)B cTereHu 1, a B pa3iioKeHHUE MPaBOi YacTH — B CTEICHU
(TaksedK 257! 4+ 1 — HeyeTHOE YMCIIO, @ 3HAYMT, B €r0 Pa3loKEHUH

Ha JIPOCTBIC MHOXKUTCJIN HET )IBOGK), nojry4acm t=1mn
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5L =257t 41,

Nmeem ypaBHenue 5! — 3% =2 (2-e ypaBHeHHE cHCTeMBI)N.H3
KOTOPOTO, IepebpaB OCTAaTKH OT ACICHHS 00EHX YacTed ypaBHCHI
Ha 3, moyrydaeM, 4to | — HEYETHOE YUCIIO.

[epermmmenm ypaBuenue 5! =25"'+1 B Bume 25 =G5! —1,
orkyra npn | > 1 nomyuaem 2576 = (5 — 1)(571 + 5%, +1).
Bropas ckoOka sBnsieTcst cymmoli | HEYETHBIX cflaraeMbIx, T.C.
HEYETHBIM YHUCJIOM, OoyibIiMM 1, KOTOpOE HE gMQKET BXOIHUTH
MHOJKHUTEJIEM B INPOM3BEACHUE, PaBHOE TOYHOW CICHEHU IBOMKH.
3uaunt, | = 1, a torma u k = 1. OKOHYATEIEHBIMKOTBCTOM SIBIISICTCS
eIMHCTBEeHHasl Tpoika yucen (2, 2, 2).

Otser. (2, 2, 2).
107. Pemenne. Hanboubmiast u3 npooeit, &.e. % , HC MCHBIIIC é Torma

x =2 wm x = 3. [loacTaBmnsis B UCXQIHOC YpaBHEHHUE, MOTYYaEM
JBa ciTydJas, pazouBaem aQHANQTUYHO. OrtBer.
(3;3;3),(2;3;6),(2; 4;4).

108. Pemenne. 2xy = x?> + 2y &i -2y = (x —y)? &
ecs@y-1)2-(x-y)?=1 &/ ,2y—-x-Dx-1)=1.
CrnenoatensHO, 00a MHOXKUTENS, PaBHBI €IMHALIE U X = 2, Y = 2,
Ortser. (2; 2).

109. Pemenne. Ecin x <.0,"m0/0 <2* <1 n y2 ¢ Z. Ilpux =0
takke Yy € Z. Ilycrs (x >J0, torma 2% = (|y|—1)(y|+ 1),
crnenoBarenbho, |[y| — 1%2P, |y|+1 =29 u 0 <p < q. Otkyza
21 -2P =2 © 2027P-1)=2.

P — =
Bo3MoxHBI BapuafTh, a) {22‘7_;—2’1 —1 = {5_ pl': 1
p=1, y =43, 2P =2,
[—4 f—3 (=4 .
{q=2 {x=3. 0) {2q_p—1=2 0

Ortser. (3;3);)(3;-3).
110. Pemrenues, [lepenuiem ypaBHeHUE B BUIE

y¥5x¥=4x2+6 o (-x)(y+x)=4x*+6.
Tak Kdk gipABasi 4aCTh YpaBHEHHs SIBJSICTCS YSTHBIM YHCIIOM, TO H
7eBas,_¥acfb Tarke JOJDKHA ObITh 4eTHBIM umciioM. Ecmu (y + x)
yetio, T0 (y — x) Toxe deTHO U Haobopot. CienoBaTensHO, JeBast
qacTB"ypaBHEHUs ICUTCSA HA 4, HO MpaBasi 4acTh Ha 4 HE JICIUTCS.
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3HaunT, ypaBHeHHE He uMeeT pemreHuid. OTBer. llenbix permeHuit
HeT.

111. Pemenue. BrineceM z 3a ckoOku:  z(x2 + 4y? — 4) = 2%y
BripaxkeHue B ckoOKax HE paBHO HYITIO, TaK Kak WHade 2xy/="0,4to

2xy
HeBepHO nipu X,y € N. CnenoBatensHo, z = ———. ‘Tak'ak
x2+4y2%—4
2xy
zeN, 0 z=>1,T0€cTh ———=>1 ©
x2+4y2-4

© x2+4y?—4-2xy<0 & (x—y)?+3y%sh

OTkyna BUAHO, 9TO Y HE MOXET ObITh Oonpt l,%a mpu y =1
nonyyaem (x —y)? < 1. Cnenosarensho, x ={1/mb6o x = 2.
Otser. (1; 1; 2), (2; 1; 1).

112. OrBer. (—1; 31); (—3; 3); (21; 339); (—25; 751)

113. Yka3anue. [IpuBenure ypaBHeHHE KBUAY: ¥ = —x — 1 + 3)2:.
Otsert. (2; 8).

114. Yxkasanme. Ecimu b? — 4ac = 23,Te, b — 4ucino HedyeTHOe
(b = 2k + 1). Imeem 4k? + 4k < 4den= 22. Jleas yacTh meaUTCA
Ha 4, npaBas HeT.

OrtBet. He Moxer.

115. Pemenue. [IpennonoxuMwro > 5. Torna n! nenutcs Ha 2 u
5, a 3HauWT, NeCATUYHAS 3a[IHCh, B JICBON YacTH OKaHYMBAETCS HA 3
wmi Ha 8. Ho HecnokHBHY mepebop Mo mociaemane 1udpe
MTOKA3bIBACT, YTO KBAIPAT.LIEIQrO YUCIIA HE MOXKET OKAHUYUBATHCS HU
Ha 3, vu Ha 8. Hakomel, mepebupas n or 1 g0 N HaxoIum
eanHCTBEeHHOE pemicHue/ OrBer. n = 2; k = 5.

116. Pemenue. [Ipgobpasyem ncxomHoe ypaBHEHHE:

(x2 + 2% —4)y =% Tak kak xz # 0 (x,y,z € N), 10
x*+2z%—4#0, u moxno samncats n3  (x% +2z% —4)y = xz:
Y=
xz, u 1omkAQ/ObITs X% + 2% — 4 < xZ, C APYroii CTOPOHBI, B CHITY
HEPABCHETBAN MEXKIy CPCIHUM apU(QMETUYECKHM U  CPEIHUM

Tak{kak y € N, 10 x% + z% — 4 sBusercs menmrenem

a+b
reoMerpuucekumM (2—) = +ab:
x2+2z2>2xz = x*>+z2—4>2xz—4,
nofcsasnss B x2 + z2 — 4 < xz, MOJIyYUM:
20z —4<x’>+z*—4<xz>2xz2—-4<xz © xz2<4
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Octanoch MOJCTaBUTh HATYPAIBHBIC X,Z H Y, YIOBICTBOPSIOMIHIE
y = izl xz < 4. DTO eqUHCTBEHHAs TPOHUKA YUCEN :
x=2,y=2,z=1. OrBer.(2;2;1).
117. Pemenme.l-ii cmoco6. IlpuBoas k oOmemMy 3HaMEHATENIO,
MOJYYHM, 4TO XyZ > (), M03TOMY M3 HATypaJbHOTO PEHICHUS MOXKHO
MOJYYHTH IIeJIble PEIICHNs, 3aMCHUB 3HAUYCHHSI IBYX MTEPEMCEHHBIX Ha
npoTtuBononoxHeie. [Ipeodpasys ypaBHeHUE K BUIY

(xy —x2)* + (xz — y2)* + (yz — xy)e=
=2xyz((1—x)+ (1 —y)+ (1 —2)), nomyusmy (3 HeoTpuua-
TETFHOCTH OOEWX dYacTel) eAMHCTBEHHOE HATYPajbHOE pEIICHHE
(1,1,1).
2-11 crioco0. ITo HepaBencTBy Ko

X XZ Z 3|X XZ Z
4 Z 4 Z >3 2 egYyyz > 3.
z y X z y X
xy XZ yz
PaBeHCcTBO JOCTUTACTCA JIUIIb, €CJIN — — 7 = 7 n XyzZ =

A
Oreer.(1,1,1); (—1,—-1,1),(—1,1, =1)»(1,—-1,—-1).
118. OrBer. x =5p +3q— 11y =11—-5p—2q, z=p; p,q -
JFOOBIC TIEITbIC YUCTIA.
119. Vkazanme. OueBuaHO, 4Te, Touka x =0, y =0 sBusgercs
pemrenmem. Ecmn x2 + y? #.0,56 ects  (x,y) # (0,0), T0

x + 3 =22 OrdfonaycreayeT, 4To €JI0€ YHUCIIO

y-3=a It Tyer, wiiy? ~ U :
2xy
3aMeTHM, YTO 10 HEPaBEHEIBY I CPEIHHX Tty? < 1. [loatomy
2xy _ _ _ _ _
oo x2+y2—0,1/1T0r/:[ax—0 > y=3mwmy=0 = x =3,
6o |22 |=1 =+ = 2x-3=1
mibo | =5 = S =ztyutorna x=y = 2x—3=
X=2wm xSy => 3=—-1 & 0.

Oteet.(0, 0)=(350); (0,3); (2,2).

120. Pemefmg. [Ipeanonoxum, 4To Py, Py, -, Pn — 3TO BCE MPOCTHIC
gynucia, Takne,uro p = 3(mod4). fcuo, yro p; = 3. Yucno
p = 4psp3 Py, + 3 HE AeIUTCS HU Ha 3, HU HA OJHO U3 YHUCEIN
D2, ..$p4. JECIN OHO SABIAETCA TPOCTBIM, TO MBI MPUIUIA K
MPOFABOPEUHIO C TPEIONIOKEHHeM, Tak kak p = 3(mod 4). Ecnu
3TO\UHCIO HE SBISETCS MPOCTBIM, TO OHO MPEICTABISCTCS B BHIE
fIpoM3BEeICHNUS] CTEICHEH HEKOTOPBIX MPOCTBIX YHCEN (1,1, - ) k-
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Ecmu q; = 1(mod4) mnpu Bcex i, To Torma u p = 1(mod 4):
CrenoBaTeNbHO, CPEIU YHCe (¢; XOTS OBl OJTHO CPAaBHUMO C 3110
Moy r0 4. OnsITh MPHUIUTA K IPOTUBOPEUHUIO, TAK KaK 3TO UHCITONHE
MOJKET COBIMAATh HU C OJHUM U3 YHUCEI Pq, P, -+, Pp-
121. Pemenue. IlepermuieM ypaBHeHHe B Buie: Xx24 2u= 7y2.
3amMeTuM, YTO TpaBas YacThb yPaBHCHHS MPH JOOONM=HEIOM VY
JICTTUTCS Haneno Ha 7. BBIICHUM, Kakue OCTaTKH MpuyJIcHeHu: Ha 7
JaeT JeBas 4YacTh JAaHHOTO ypaBHEHHWs. J[ns 3TOROY pa3o0bEM
MHOXECTBO BCEX IENBIX X Ha 7 TPYII B 3aBUCHMOGTH OT OCTaTKa
mpu fenennn Ha 7. x = 7p + q, toe q = 0, 1, 24,4641 paccMoTpuM
KQX/IbII U3 3THUX CITy4acs B OTZ[CJ'IBHOCTI/I

1) Ecmux =7p, 10 x2+2= (7p)2 + 2 7 cocratkom 2;

2) ecu x=7p+1, 10 x?+2ATp+1)?+2:7 c

OCTaTKOM 3;

3) ecou x=7p+2, 1o x*@2=Tp+2)2+2:7 c
0CTaTKOM 6;

4) ecru x=7p+3, 1O Xx‘R2=(Tp+3)2+2:7 ¢
ocTaTKkoM 4;

5) ecnu x=7p+4, Tof ¥ +2=Tp+4)?+2:7 c
oCTaTKoM 4;

6) ectu x=7p+5a Tof x2+2=(Tp+5)?+2:7 ¢
0CTaTKOM 6;

7) ecu x=7p+%6, Jto x?+2=(Tp+6)2+2:7 ¢
OCTaTKOM 3.

Wtak, mpaBas dYacTBwypaBHEHUS OenuTCs Ha 7 Hameno (T.e. C
ocratkoM (), a JgBasimUacTs MpH 3TOM — C ocTaTkamu 2,3, 34, 6.
Opnnako paBHbIC YHCAYTIPU AEICHUU HA OAHO U TO K€ LEJI0E YHUCIIO
7  IIOJDKHBI .. JaBaTh  OAMHAKOBBIE  OcCTaTku. [lomydennoe
MPOTUBOPEYHE RQBOPUT O TOM, UTO JAHHOE YpaBHEHUE HE UMEET
peuieHuit B AeJIbIX Yuciax.

OTtBer. PeuicHuii B 1IeNIBIX YKCJIaX HET.

122. Perttenue™NIycts, s onpeaencaHocty, 1 < x < y. Torma
1 1 1 1 1 1 3
l==+—F+=S<=S+=S+5==
x2  xy yz T x2  x2 @ x2 @ x?
oTkyfid) Haxomum oneHky x2 <3, te. x=1= y=-1 - He
YIOBIETBOPSIET YCJIOBUIO 3aAayd. AHAJIOTHYHO paccMaTpUBAETCs

eiyprailt 1 <y <x.
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123. Pemenue. [Ipusenem ypaBHenue k Buay 13x = 30 — %/z)
13

Tak kak 13x = 30 — Y] < 30, To mosyyaem: x € {1; 2}.

DEcu x = 1, To, HOACTaBNSAS B ypaBHEHHE, HAXOIUM

v+ (1/z) =13/17, 4r0 HEBO3MOKHO, TaK jeBas 4alTh “B, STOM
paBeHCcTBe Ooutbine 1, a mpaBast — MeHbITIE 1.

2) Ecu x = 2. 1o monyuaem 4/z = 13 — 4y. Cnpaga, CTOUT 1e10e
yucio, crienoBarenbHo,4/z € N, orkyna z € {1;2;40 TIlpu z =1
nvmeeM Yy = 9/4 € N;mpuz =2 umeem y = 11/4 €'N; npu z = 4
maxomuMm y = 3. OtBet.(2; 3; 4).

124. Pemenne. Ilpn menom x <0 B JyeBoli 4YacTu paBEeHCTBa
HaxoauTcs JpoOHOE YKCI0, a B MPaBOW — LEJIOE, UTO HEBO3MOXKHO.
CrenoBaresibHO, B 9TOM Cllydae pelIeHui HET.

2)llepenumieM ypaBHeHue B Buae y =\(9%— 1)/4. Tlpu uenom
x = 0 Beipaskenne 9% — 1 MOKHO pa3n@KuTh HA MHOKUTEIH:

9* —1=09-1O* 1 +9* 24+, 41).

Ortcroma cieAyer, 4TO 3TO BHIPAKCHUEY METUTCS HAIeno Ha 8, a
snauut (9% —1)/4 - uenoe uptno~0tBer.(p; (9% —1)/4), rue
p=01,.

125. Pemenue. PaccMoTpuM, TaHHOE ypaBHEHHME KaK KBaapaTHOE
OTHOCHUTEIILHO HEM3BECTHOWNX. TIPUBEIS €T0 K CTAHIAAPTHOMY BHUILY,
nonydaem 2x2 — 8yx + 992 =8y = 0.

Heo0xonuMbIM 1 JOCTaTOYHBIM YCIIOBUEM CYIIECTBOBAHHUS PEIICHUH
y 3TOr0 YypaBHEHHS SIBIIETCS YCIIOBHE HEOTPHIATEIHLHOCTH €ro
IUCKpuMHuHaHTa: Dngd 28y(y —3) =0 OTKyJa  HaXOJuM
orpannuchus Ha A=y € [0,3]. C yueToM [EIOYUCIEHHOCTH
nonyyaeM, 9ro Yy €405 1; 2; 3}. PaccMOTpUM KaKIblii U3 ClIy4aeB B

OTACJIIBHOCTH.
8y+./ —Sy(y 3)

X3 = 1,x4="8; 3)ecmny = 2, TO X5 = 3,x6 =5 4 ecmmy =3,
TO X7 g =6. YOT1BeT.(0; 0); (1;1); (3;1); (3;2); (5 2); (6;2).
126. PémeHye. Tak Kak ciieBa OT 3HaKa PaBEHCTBA HAXOUTCS LIEJI0E
YHCIIO,NL0 /4 JOKHO OBITH IEIBIM, CllefoBaTe/ibHO, a = 3. UTak,
umééyip? + 5xy + 6y? =

Pa3neskum JIEBYIO 9acTh YPaBHEHHUsI HA MHOKUTEIH:

&2 2xy) + Bxy +6y?) =3 © x(x+2y)+3y(x+2y)=3 ©

1) Ecmmy 0, 70 X1, =——— 2) ectm y =1, TO
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& (x+2y)(x+3y) =3.
Tak kak mpu TEABIX X, ¥ 00a COMHOXHUTEIS B JICBOU ,daCTH
LIETIOYMCIICHHBIC, TO YUCIIO 3 B MPABOM YAaCTU MOXKHO Pa3JOKHUTBwHA
MPOU3BENICHUE JIBYX WENBIX YHCEN CICAYIONUMH CHOCOQaMU:;

x+2y=-1 x+2y=1 x + 2y =/—8
{x+3y=—3 {x+3y=3 {x+3y=—1 i
x+2y=3

{x+3y=1

OrtBer. [Ipu a = 3 — yeTbIpe peuieHus

(3; =2); (=3;2); (=7;2); (7;-2),

npu a € (2,3) U (3,4) ypaBHeHHE He UMeeT PCLICHHAH.

127. Pemenmne. I[lockonpky Xx = 2, OUCBUIHO, HE SIBJIACTCS
pelICHUEeM YPaBHEHUs, TO TpHUBEIEM YpABHEHWE (OHO JIMHECHHOE
OTHOCHUTEIHFHO ) K 9KBUBAJICHTHOMY BHIYY

x3—7x+23 5 17
y—? &S y=X +2x—3+m.

B cumy memoYncIeHHOCTH X,V,<apo6s 17/x — 2 nomkHa OBITH
IETBIM  YHCIIOM, II0O3TOMY 3HAMEHATeNlbh JOJDKeH IPUHUMATh
3HA4YCHM IICTOYNCICHHBIX AeuTeieryuncia 17, T.e.

x — 2 € {£1; £17} . PaccMoTpmy KAKIbIN M3 ITHX CIIyYacsB.

Ecimm x—2=1, T.€. x =3, TO
y=x2+42x—-3+17/x~2"%/29; ecrm x — 2 =—1, Te. x = 1,
0 y=17; eciu x — 2= 17, 1e. x =19, t0o y =397; ecnu
x—2=-=17, T.€ x = —15, TO y = 191.
Otseer.(3;29); (1; =17);)(19; 397); (—15;191).

128. Pemenue. 3ay€tuMyyuro eciim y = 0, To x = 0, 1, 3HaYMT, MIapa
(0;0) ymoBneTBOPSET sypaBHeHuto. Ilycts y # 0, Toraa moaenum
o6e yacTu ypagaenus Ha y>: (x/y)3+x/y+2=0.

O6o03HaunM t =\y/y, TOTa UMeeM KyOHUECKO€e ypaBHEHHE
t3+t+2£0 [Nonbopom Haxomum kopens t = —1. JleneHuem
MHOTrOWICHA $5.+t +2Ha t+ 1 nonydaeM: (t+1)(t*—t+2)=0
Yoexmaémes JBv TOM, 9TO JaHHOE KyOWUYecKoe ypaBHEHHE HMEET

€IMHCIBEHHBIA KOpeHb t = —1, 4YTO COOTBETCTBYET Yy = —X.
[TonoxXuM/x = p, TIie p — IPOU3BOIBHOE LIeTI0e Yncio, He paBHoe 0.
Toffia ¥ = —p, U UMeeM OSCKOHEYHO MHOTO PEICHUI B BHJIE Iap

gucen’  (p;—p), P E€Z, p+ 0. OObeauHsss BCE IOIYUYECHHEBIE
peuIchus, mpuxoaumM k otBety. OTBeT. (p; —p), TAe p € Z.
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(p—D(@+D)
—
3ameTuM, 9TO p — HedeTHoe umcio. OTcioma q — 4eTHoe. 3HaunT,

q =2 (2 — eIMHCTBEHHOE YETHOE IPOCTOE YHUCIO0) M, “P\= 3.
OtBer.q =2, p = 3.

130. Pemenne. ITpeobpasyem ypaBHeHHe K BHAYy 2xy = 3(8% y2).
JleBast 4acTh — YMCIIO YETHOE, OTKYZA CIELYEeT, YTO Y TaKKE 4ETHO.

129. Pemenue. Ilepenuiuem ypaBHEHHME B BHE G2 =

Iycte y = 2z. Torma xz = 3(2 —z2) wm x = g— 32+ UToOB X
OBUIO IIEJIBIM YMCIIOM, HEOOXOIHMMO, YTOOBI Z OBUIONJICIHUTEIEM 6.
3HauuT, Z — ogHO M3 umcen +1, +2, +3 num +6,

Oteer.  (3;2), (=3; =2), (=3;4), (3; #44), (+7;6), (7;-6),
(-17;12), (17;-12).

131. Pemenne. U3 ypaBHenns y? = x2(% 7 T) cumemyer, uto x
aByseTcs genureneM y2, 3Haunt, y = kx (BeW) u

k?x? = x?(x — 1). Ho x # 0, nosToMyzoes 1 = k? mu x = k% + 1.
CrnenoBaTellbHO, PEIICHUSIMUA YPABHEHUS SBISIOTCS Taphl

(x,y) = (k* +1, (k* + k), k €N

Oteert. (x,y) = (k? + 1, (k? +A)K)k € N.

132. Pemenue. Ecnu n =1,2,3,44 T0 neBas 4acTh ypaBHCHUS
paBna 1,3,9 u 33 coorBeTcTBeHHQ (OTKyaa u cienyeT orseT). Eciu
n =5, To 4UCNO clieBa 3aKaHYMBACTCS HA 3 M MOITOMY HE MOXKET
OBITH TTOJTHBIM KBampaToM#OTBeT. n = 1,m=1un =3, m = 3.
133. Pemienne. B pasenctge m(m + 1)(m + 2) + 3m(m + 1) =

= 3(9n3 + 3n? + 3n) + I\jeBas yacTh JAenuTca Ha 3, a mpasas —
HET.

2

§2. HeoOb1yHbIe npuMepsl. KoHTpripuMeps!

B nmanHOM ‘pasmene mpennaraloTcs 3aJadd Ha IIOCTPOCHUE
HWHTEPECHBIX MPUMEPOB U KOHCTPYKLIUH.

Nnmo¢tpaThBHBIN pUMep MOJTBEPKJAET  UCTUHHOCTD
YTBEPKACHUSE IOMOTAeT YSICHUTh €r0 CMBICI.

B £#€xoTOpbIX 3amayax HAMOONBIIYI0 TPYIHOCTh pEIICHUS
MpeaCTaBiseT He JO0Ka3aTelIbCTBO M BBIUMCICHHE, a IOCTPOCHHE
HEOOBITHOTO ITpUMepa, 00JIAAIOIIETO OMPE/IEIICHHBIMUA CBOMCTBAMHU.
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CymecTByeT MHOKECTBO HEBEPHBIX YTBEPKACHUH, KAKYIIUXCH HA
MEepBBIA B3I BEpHBIMHU. J[1s1 ONpOBEp)KEHHWS TaKoro, poJa
BBICKa3bIBAaHUHM HEOOXOIUMO IMMOCTPOUTH COOTBETCTBYHOIIUN JIPUMED,
KOTOPBII HA3bIBAIOT KOHTPIIPAMEPOM.

OcHoBHasl 11eJ1h OOJBITUHCTBA Pa30UpPaEeMbIX IPUMEPOB COCTOUT B
TOM, YTOOBI OOpaTUTh BHHUMAHUE YYAIIUXCS Ha P \KOTACHBIX)»
BOIPOCOB U MOMEHTOB, IIPH BCTPEUE C KOTOPHIMHU JIETKQ MOXHO J1aTh
HETPABHILHBIC OTBETHI.

2.1. 3agauu A1 CAMOCTOATETbHON 0, pelIeHHU s

1. MoxHo nu B nucte OyMaru, BEIpBAaHHOM W3 IIKOJIBHOW TETPajH,
Mpope3aTh TaKkylo ABIPY, B KOTOPYIO MPOJIE3ETBIPOCIIBIi YenoBek?
2. OgMH 4YeloBEK KaXKIbIi MECSI] 3alMChIBAICBOI 10XO U PacXof,.
Moxet JIn OBbITh TaK, YTO 32 JFOObIE TISITBWEIYIIHX MOJPSIT MECSIICB
ero oOLIMA PacXo MPEBbIAN JOXO0J, %, B [IEJIOM 32 T'oJ] €ro JOXOJ
MIPEBBICUI pacxon?
3. MMoe3n mBurasncs B omHOM HampasjeHun 5,5 4. M3BecTHO, 4TO 32
00011 OTPe30K BpeMEHH TMTICIBHOCTBIO B OAHMH Yac OH Mpoe3kKal
posHo 100 kM.

a) Bepuo nm, uto noe3afexampaBHOMEpPHO?

0) BepHno 1, uto cpeAnssekopocTs noesaa pasna 100 km/a?
4. MoxHo 51 4ncio, 203N peacTaBuTh B BUAE CYMMBI HECKOJIBKUX
HATYpaIbHBIX YUCEILAKYUTOOBI U IPOU3BEACHHE BCEX ATHUX YHCENT
TOe Ob1I0 paBHO 2037
5. BepHO mHe.CheAyromee yTBEpPXKICHHUE: W3 JIOOBIX IIECTH
HaTypalbHBIXUNCET MOXHO BBIOpaTh JIMOO TPHU MOHNAPHO B3AHUMHO
MPOCTBIX Ylcia, U0 TPH YHCIA, MMEIONMX OOMIMH JIeNnTeNb,
OOJIBILINH € TEHAUTIBI?
6. BepHnl ih/Cnenyonme yTBep:KAeHuU:

a) UNIIOPBIX MATH Pa3IMYHBIX YMCENl, BBITUCAHHBIX B P, MOKHO
BbIOPaTh Kakue-HUOYIOb TPH, CTOSIIME B 3TOM POy B IOpSAKE
yObIBaHHUS HITH B TIOPSIIKE BO3pACTAHMUS,
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0) w3 mMOOBIX NEBATH PAa3IMYHBIX YHCEJ, BBIIHCAHHBIX B P
MOJKHO BBIOpaTh KaKHe-HUOYAb YEThIpPE, CTOSAIIUX B OTOM PSNY., B
MOpsIIKe YOBIBAHUS WIIH B TIOPSIKE BO3paCTaHUS?

7. Ilycts  f(X) — dbyHKums, HenpepbIBHAS B KaXI0i TOYKE OTPE3Ka

[0;1] u takas, yro f(0)= f(1). BepHo mm, urto tpaduk >TOi

(yHKIMM MMEET Xop/ly, NapaulebHylo ocu abeuuce \wner 1/5?
(Xopaa rpaguka — OTpe30K ¢ KOHIAMH Ha rpaduke. )

8. MoxHo 1u uucio 123 mpeacTaBuTh B  BUMC AIpOHM3BEACHUS
HECKOJIbKUX HATypaJIbHBIX YUCEN TaK, YTOOBI £yMMa KBaJpaTOB ITHX
4ycel ToXe paBHsach 1237

9. [NonOepuTte yeThIpe TPOHKH HENBbIX HEQTPHIIATENILHBIX YHCEN TaK,
9T0OBI KaXKA0€e 11e710e Yruciio oT 1 10 81 MO¥HO ObLIO MPEACTaBUThH B
BHUJIE CYMMBI YETBIPEX YHCEN — [0 OJTHOMYNd3 KaXKI0U TPOUKH.

10. Moryr nu ymcna 7, 8, 9 ObltbwuieHaMu (He 00s3aTENbHO
COCEIHUMH) OJJHOH reoMeTpUIeCKON Hporpeccuu’?

11. CymectByeT I TaKOil o MAQFOWICH P(X, y), MHOX€ECTBO

3HAYEHUI KOTOPOTO — MHOYKECTBQ/BCEX MOJIOKHUTEINBHBIX YrCen?
12.  CymectByer nug~ miorowren  P(X), Takoif, uTO
P@) =1P(2) =2 u P{M=uppanronaisHo Uit modoro nemoro N,
OTJUYHOTO OT 1 1 27
13. Pazbeiire MHQXKECTBO HATypaJbHBIX YWCENl Ha JBa
MOJIMHOKECTBA TaKs, MTOOBI HH OJHO M3 HHUX HE COJIEPKaIOo
OCCKOHEUHYIO apU(PMETHYECKYIO IPOTPECCHIO.
14. Moxert . gm{ Tak OBITh, YTO IJIMHBI BCEX CTOPOH OJHOTO
TpPEeyroipHHKa/ MeHblle 1 cM, JUIMHBI BCEX CTOPOH JPYroro
Tpeyropfirka 6ompiie 100 M, a MiIomaab MEPBOTO TPEYTOJbHUKA
OOJIBITIE TUTOIA T BTOPOTO?
15. MeskeT/iu Tak OBITh, UTO:

d@)CUVIMHBI BCEX TPEX BBICOT TPEYrojbHHKAa MeHbIIe 1 c¢M, a ero
mToted, 16 Gosbime 100 cm;
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0) ITMHBI BCEX TPEX BBICOT TPEYroNbHHKA OoJbine 2 cM, alero
IIONIA b MEHBIIE 2 CM2?
16. BepHo nm cnexpyromiee YTBepXKAEHHE: IUIsl OO0, TOUYRY,
JeXaled  BHYTPU  BBIIYKJIOIO  YEThIPEXYrOJbHUK3S, CyMMa
paccTossHUi OT Hee A0 BEpIIMH YeTHIPEXYrOJbHUKA MEHBLIE ero
nepumMerpa’?
17. MoxHO 1 B JIEpeBSIHHOM KyOe MpoJeaTh TaKyo, Ablpy, depes
KOTOPYIO MO>KHO MIPOTAIINUTh TAKOH ke Ky0?
18. CymecTByeT JIn MHOTOTPaHHUK (HE 00s3aTENBHO/BBINMYKIIbIH), Y
KOTOPOTO CTOJIBKO kK€ pebep, BepIInH U TpaHeH, CKOIBKO UX y Ky0a,
HO y KOTOPOT'O HET YEeTHIPEXYTOIbHBIX IPaHEii?
19. MoXHO M pacloJIOKUTh Ha IUIQCKQCTH INECTh TOYEK U
COEAMHUTH X HENEePECEKAIOUIMMUCS OTPE3KAMH TaK, YTOOBI KaXKaast
TO4YKa ObIJIa COEAMHEHA POBHO: @) C TPEMSNIOUYKAMH; ©) C YETBIPHMS
OPYTUMHU TOYKaMu?
20. CymecTtByeT 1M 3aMKHyTag Jle@MaHas, KOTopas IepeceKaeT
Ka)XJI0€ CBOE 3BEHO POBHO OJMH Pa3 B/ COCTOUT U3: a) 6 3BE€HBEB; 0) 7
3BEHBEB?
21. TIpo HEKOTOPYIO KOMITAaHWEO W3BECTHO, UYTO B HEH KaXK/Ible /1B HE
3HAKOMBIX JAPYr C JOPyrdM 4Y€IOBeKa WMEIOT POBHO JIBYX OOIIWX
3HAKOMBIX, a KaXJple [{Ba SHAKOMBIX HE UMEIOT OOLIMX 3HAKOMBIX.
MoxerT Jiu Takass KOMIAHI HACUUTHIBATH OO0JIee YEThIPEX YEIOBEK?
22. Tpu ppyra cprpalilf HECKOJIBKO MapTHH B IIaXMaThl, MPUYEM
KaXXZIble NIBOE ChIIPadl OAMHAKOBOE KOJMYECTBO MApTHH Ipyr c
npyrom. [loTeM. _OHM cTanmu pemiath, KTO M3 HHX OKazaJcs
nobenureneM., I [€pBriii ckazan: «Y MeHs Ooibllie BBIUTPHIILICH, YeM
Yy Kaxaord, /3 Bac». Bropoil ckazam: « Y MEHd MEHble
HNPOUrPHILICH, HeM y KaXIoro M3 Bac». TpeTuil mpomondai, HO
KOrJa J1oaCuMiTand OYKH, TO OKa3aJoCh, YTO OOJIbILE BCEIO OYKOB
HaOpam{ wMeHHO TpeTwil. Morno mm  Tak ObiTh?  (OukH

MOICUUTHIBAINCH TaK: BBIMTPHINI — 1 OYKO, HUYBS — ]/ 2 ouka,

Epourpsi — ) 09KOB.)
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23. BepHbl iU ClIeAyIOIIME YTBEPIKICHU:

a) ecim B tpeyromsHumkax ABC u ABC, AB=AB,
BC =B,C, u ZA=ZA , 10 TpeyronsHuKY paBHSI;

0) eci TpW yriia M JIB€ CTOPOHBI OJHOTO TPEYTOIHHHUKA“PaBHBI
TpeM yriaM # JBYM CTOpPOHAaM JPYTroro TPEyrojbHHKA, TO TaKue
TPEYTOJIBHUKHU PaBHBL;

B) €CIM OCHOBaHHS M OOKOBBIC CTOPOHBI OTHOM= TpaIennu
COOTBETCTBCHHO PAaBHBI OCHOBAHHSM M OOKOBBIM ¢TOPOHAM JIPYTrOn
Tpanenuy, TO TaKue Tparenuy paBHbI?

24. Moxer v Tak OBITh:

a) JUIMHBI BCEX TPeX OMCCEKTPHUC TPEYrofbiinka MeHbIEe 1 cM, a
ero rromaps Gompie 1 cv?;

0) AMUHBI BCex Tpex OnccekTpuc TpeyreiibHuKa Oombine 100 cm, a
ero rroma s Menbie 1 cm ?

25. Moxer M KakoW-HUOYIb TPEYLQILHUK MOMECTUTHCS BHYTPH
Kpyra, paauyc KOTOPOTO MEHAIIC paauyca OMHCAHHOTO BOKPYT
ATOTO TPEyTOIbHUKA KpyTa?

26. YersipexyronbHuk nephverpa P, pacmomoxken Ha miockocTu

BHYTpPH 4YeThIpexyroipHuka népumerpa P,. Moxer iu ObITh: )
P>P,; 6) P>2P"?
27. MoxHO M pagiOIKUTh Ha IUIOCKOCTH: a) 12; 0)13 Touek u
COCJIMHUTH UX HENEPECEKAIONMMUCS OTPE3KaMH TaK, YTOOBI KaXKaast
TOYKa ObLJIa COGAUHEHA C IMATHIO APYTUMHU?
28. Onmna TpeyRONbHAS THPaMUIa PACIIONIOKEHA BHYTPU Jpyron
TPEYroabHOK HUPaAMUJIBL.

a) MokEenJii cymMMa JUTMH Bcex pedep BHYTPEHHEH NMHUpaMUIBI
OBITH QOJTBINE CYMMBI JUTHH peOep BHEITHEH?

0) M@xgT 1 mmonHas MOBEPXHOCTh BHYTPEHHEH MHUpPaMUIbI ObITh
OOJBIIC) ITOTHOM TOBEPXHOCTH BHEIITHEH ?
29. GHUCOK YyHOPSI0YCHHBIX B TIOPSIKE BO3PACTaHUs UIMH CTOPOH U
JuATOHANIEH A1 OJHOTO BBIMYKJIOTO YETHIPEXYTOJbHUKA COBIAIACT
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C TaKMM e CIMCKOM st apyroro. Cieayer M W3 3TOrO, (4TO
YeTHIPEXYTOJIbHUKH PaBHbI?

30. Ha OeckoHeyHOM nHCTE KIeT4aTod Oymaru (pasmep, KICTKH

1x1) ykmamsiBaercst KOCTH JOMHHO pa3MepoM 1x 2 Ttag, uTo OHU

HaKpBIBAIOT BCE KJIETKU. MOXHO JI IPH 5TOM T0OUTHCS TOTO, YTOOBI

mo0ast mpsAMas, WIymas MO JIMHUSAM CeTKH, pa3pesdna JINIIb

KOHEYHOE YHUCIIO KOCTEM?

31. Ha mniockoCTH pacHoNOoKEHO HECKOJBbKO HEeNePeCceKaroIuXCs

J oTpe3koB.  Bcefma’ /am  MOXHO

/ /\\ COCIMHUTH KOHMBL, HEKOTOPBIX M3 HHUX

/ \\ OTpe3KaMH TaK, YTOOBI IOJIy4mIach

/ \ 3aMKHYTas gHe \caMoIepeceKaomasics

JIOMaHas?

32. OO0s3aTeNbHO JIM TPEYTOJLHUK
PaBHOOGAPCHHBIN, €CITH ICHTP ero
BIIUCAHHONH OKPYKHOCTH OJMHAKOBO
yAaIeH/OT cepeIuH ABYX CTOPOH?
33.%C0xHuTe 6 COUYEK TaK, YTOOBI

puc.1

o0pazoBasioch 4 TPaBUIILHBI%, TPEYTOJIbHUKA CO CTOPOHOM, paBHOU
JUTHHE CITUYKH.

34. TlpenymokuTe NPAKTAEECKU CHOCOO  HEMOCPEICTBEHHOIO
W3MepeHUsl JruaroHamy gipnuda (6e3 Kakux-1100 BEIYHCICHUH).

35. MoXHO 11 U3r@TOBUTH 3BE31y, H300paKEHHYIO Ha pHc. 17

36. Pemas 3amauyj, HUeHUK H300pazwin TeTpadaAp, B KOTOPOM
MTPOBEJICHO cedeHue (puc.2).
[IpaBusnen nu ero ueprex?

37. Ha puc.3 wn300pa)xeHbl IPOSKIIUU
JIBYX  MHOTOTDaHHHKOB,  TOYHEE
roBopsi, ux BuA cBepxy. (Hukakmx
HeBUANMBIX pebep HeT.) Bo3MokHBI
JIY TaKKe MHOTOTPaHHUKH?

38. Kakyio ¢opMy [I0DKHA HMETh

mpoOKa, 4YTOOBI €10 MOXKHO OBLIO
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3aTKHYTh OTBEPCTHS TPEX BHIOB: TPEYrojbHOE, KBAAPAaTHOE It
KpyTiioe?
39. MoxXHO 1M B IJIOCKOCTH TPOPE3aTh TOHKOE OTBEPCTHE, “HE
pas30uBarolIee ee Ha YacTH, CKBO3b KOTOPOE MOXKHO TPO/QEh KapKac:
a) kyba; 0) Terpasapa? (PeOpa kapkaca cUMTarOTCA CKOJb YTOIHO
TOHKHMH. )

puc ,.3

40. BeipexxbTe §3 TPSAMOYToJBHQOLO JsmcTa Oymaru Qurypy,
n3o0paxeHnnyro Ha puc. 4. (KieéMAioap30BaTbes HENbB3sL. )
41. a) Bepummaet M u N ky6Ga
¢ peOpoM A CHMMETPHYHBI
OTHOCHTENILHO IICHTpa Kyoa.
Haitnute nnuHy KpaTyadiiero
oy, uaymero u3 M B N mo
MOBEPXHOCTH Ky0a.
06) Kopobka wumeer dopmy

IPAMOYTOIEHOTO
napamnenenunesa  pasMepoM
puc.4 30x12x12. Touka A

HaxoauTgs Haxpann 12x12, npuyem ona yaasnena Ha paccrosaue 1
OT OAHOII CEOPOHBI 3TOW TpaHU M PaBHOYJAJEHA OT JIBYX JPYTHX
napajiineIbAbIXx CcTOpoH. KakoBa anmuHa KpaTdadmiero myTH IO
HOBEPXHOCTH KOPOOKHM M3 TOYKM A B TOYKY, CAMMETPUYHYIO €M
QIHOCUTEIHHO IICHTpA Mapauiesienumneia’?
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42. MOXHO JIM eTMHWYHBIA KyOWK 3aBEpHYTH B IUIATOK Pa3MepOM:
3x37?

43. a) CyIecTByeT JIM YeThIPEXyroJibHas MUPaMU/Ia, Y KOTOPOH ABe
HECME)KHBIC TPaHU MEPICHANKYIISIPHBI INIOCKOCTH OCHOBAHHSA?

0) CymecTByeT M IMIECTUYTOJbHAS THpaMuAa, y KOTOPOW TpH
(cMeKHBIC WM HET) OOKOBBIC I'PaHU TEPIICHIUKYIIIPHBRUIOCKOCTH
OCHOBaHMUSI?

44, Bepmmna E Tterpasgpa ABCE pacmoin®kena BHYTpU
terpasdapa ABCD . O6s3atensHo i cymMMa YT peoep BHEIIHETO
TeTpaspa OoJIbIle CYMMBI JUTHH pedep BHYTPEHHEr0?

45. CymecTByeT i TeTpasp, Bce TPaHd KQTOPOIo — TYHOYTOJIbHbIE
TPEYTOJIbHUKU?

46. Cy1miecTByeT JIM TAKOH TETPadip, YTO-0CHOBAHUS BCEX €TO BBICOT
JIe)KAT BHE COOTBETCTBYIOIIUX TPaHe?

47. B nupamune SABC pebpo SC TepreHIuKyISIpHO OCHOBAHHIO.
Moryt nu yriet ASB u ACB Qbib paBHbI?

48. Jlro0ol /M TPEXTPaHHBIM %4TOJ MOXHO TaK Iepecedb
TUIOCKOCTBIO, YTO B CCUCHHH MOILYYUTCS PABUIILHBII TPEYTOJILHUK?

49. OO0s3aTenbHO NN SIBIBETCHAYKYOOM MHOTOTpaHHUK, BCE TpaHH
KOTOPOTO — paBHBIC MEX/TY. COOOI KBaIpaThl?

50. Bce pebpa MHOrorpaBHMKa paBHBI U KacaroTcs OOHOM chepsbl.
O0s13aTeNIbHO JIM €ro BePIHbI IPUHAJICKAT OIHOM chepe?

51. Moxer M K@HEHHOE MHOXECTBO TOYCK B INPOCTPAHCTBE, HE
JeKALIMX B OJHOH IOCKOCTH, 00JaJaTh CICAYIOIIMM CBOHCTBOM:
ni1st moObIx BYX #04ek A u B u3 aToro MHOKecTBa HaliyTCs ere

nse Takue Touku C m D wu3 mero, uTo AB”CD U DTH IIPAMEIE HE

COBMAAOT?

52. Jlafi BelWYKIIBIH 4YeThIpeXrpaHHblid yroj. IlocTpoiite Takoe ero
ceueHME / TUIOCKOCTBIO,  YTOOBI B CEUYCHHH  IOJNYYHIICS
MaPAILIETIOTPaMM.
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53. JlokaxkuTe, 4TO JIIOOYIO TPEYrOJbHYIO MPHU3MY C JOCTATOMHO
0O0JIBIION BBICOTOM MOXHO IEpeceub IIOCKOCThIO TakK, 4YTOOBL, B
CCYCHUU TOTYYHJIICS PABUIBHEIN TPEYTOJIbHHUK.

2.2. Pelienusi, ykazaHus, OTBEThI
1. OtBet: MoxHO. Pemtenne. [IpumepHsIii crioco0 MOKA3AH Ha pHC.
5. KomngecTBo pa3pe30B MOXKHO JAelaTh OOJBINE HAMWMCHBIIE, B
3aBHCHMOCTH OT «COJIMTHOCTU» TOTO, KTO JTOJIKECHyIIPOJIC3aTh.

pucs

2. OTtBeT: MOYKET. Pewense. TIpuBenem puMep:
2;2;2;2,-9;2;2;2;2;-9;2; 2. 3meCh BBITUCAHBI TOAPA] (C yIETOM
3HaKa) Pa3HOCTH MEK/Y TOXOMaMU M PacXoJaMH YejI0BeKa (Calbo)
3a KaXIpld Mecsl rojai. MBI BHIMM, YTO CyMMa JIOOBIX IISITH
MOCIICIOBATEIBHBIX YHCeIl  BBIMHCAHHON IIETIOYKH OTpUIlaTeIbHA
(paBHa —1), a B memM 32 roj CyMMa BCEX YHCEN IMOJIOKUTEIbLHA
(paBHa 2).

3. OTBeT: moe311 MOreXaTh HEPABHOMEPHO, U €0 CPETHSISI CKOPOCTh
He oOs3arenpH@ paBHa 100 xM/4. Pemenne. a)PazoObeM Bce Bpems
JBIDKEHMS Tioegna, Ha 11 momy4yacoBbix UHTEpBanoB. [1ycTh KasKablit
HEYETHBIH, [Te{CUeTy MOoJydac 1Moe3/ JBIKETCS TOYHO TaK JKe, Kak
NePBhIN MONYHac, ¥ NPOXOAWT 3a KaKAbIM Takod moiydac K km

7-11 (O LK< 100) , @ 32 KaKIBIH YETHBIM MOIydYac IyCTh OH
nBmkeTics TOYHO Tak ke, Kak BTOPOM 110 CYETy MOIydac U HPOXOIUT

3a_K&KIBIA YETHBIA IONydYac (100—k) kM. Torma, kak Obl He
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JBUTAJICS TIOE3]] TIEPBBIE /IBA TOJydaca — pPaBHOMEPHO WM HeT, - 3a
Ka)KIIBIi yac MBIKEHUS moe3a mpoiaet posHo 100 kM. 6) Habimem
CPEIHIOI0 CKOpPOCTh ABMKEHHS moe3na. PaccrosHue, mpoldneHHOe
MTOE3/I0M 3a BCE HEUETHHIE ITOTy4acOBbIE MHTEPBAJIbl BPEMEHHU, PABHO
6k, a paccrosHMe, TpPOWIEHHOE WM 3a BCE YETHBIE WHTEPBAIIbI,

paBHO 5(100 - k). Takum 00pasoM, 3a Bce 5,5 4agOB\JIBHKEHUsSA
noesn mpomen 6K + 5(100 - k) =500+K. Ioaromy~ero cpemuss
CKOpOCTh paBHa (500+ k) / 9,9 (km/u). Tlpu K #8650 sra cropoctsb

He paBHa 100 km/4.

4. OTBeT: MOXHO. Pemenue. /[eiicTBUTEILHO:
203=7+29+1+1+1+..+1=7-29-1-2 1.

5. Oteer: HeBepHOo. Pemenne’s IlpuBeneM  KOHTpIpUMED:
6,10,15,77,91,143. U3 3TuX mecTHIKUCE , HUKAKHE TPH HE UMCIOT
00IIero MPOCTOro MHOXKUTEIS, HQMIBA U3 KOKIBIX BXOISIT B IEPBYIO
WU BO BTOPYIO TPOHKY M IIOTQMY'HE B3aHMHO TTPOCTEHI.

2-5 711

. . 713 .
3-5 3 2-3 13 1113

puc.6
DTO XOpoIiQ BUIHO Ha cxXeMe. B KakIol BepIIMHE TPEyrojbHUKA
MOCTABIGHONOIHO W3 4YHCEN, a Ha KaXJ0H CTOpoHe — oOmuit
MHOKHTEJIBNGIICE, CTOSIIIINX B €€ KOHIIAX.
6. OTeéry a) BepHo. Pemenume. Ilycte @ wu b mamGonpmme n
HauMeHbIIIee U3 BHIMUCAHHBIX YnCell. ECIIM MEXly HUMH €CTh Kakoe-
TO YHCIIO0, TO yTBEpKJeHHe BepHO. Eciau oHM CTOAT psAaoM, To Tu60
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cripaBa, JIuOO ClieBa OT HHUX €CTh elle ABa 4ucia. OHU U 00pa3yroT
HY>KHYIO TPOMKY 4icel U0 ¢ uucyioM a, Jaubo ¢ uuciom b .

0) wHeepHo. IlpuBemeM KOHTpHpUMEP —  JCBATH &, YKCEIL:
3,2,1,6,5,4,9,8,7. lokaxeM, 4TO HUKAaKHE YeThIpe IU(PLI B 3TOH
MOCJIEZ0OBATEIBHOCTH HE WAYT HHU B TOPSJKE BO3pAaGEaHUs, HH B
TTOpsIIKE yOBIBaHWS. Jlst 3TOTO pazoQrem YJICHBI
MOCJIeIOBAaTENILHOCTH Ha Tpu Tpoiiku: 321,654,987,

Ecnu xakue-to nBe mudpsl U3 NaHHBIX JEBATH CFOST B'YOBIBAIOIIEM
nopsiike (Ta, KOTOpas MEHbIE, CTOMT Aaliblieé OT Hadajia
MIOCIIEIOBATEIFHOCTH), TO OHHM 0053aTeIHLHO W3, OJHOW TPOWKH.
3HauynT, HeNnb3d BbIOpaTh Oomnbmie TPEX FEMdpP, CTOSIMX B
yOBIBAOIIEM TMOPSIJIKE, TIOCKOIBbKY BCE HAMGPDY TODKHBI HAXOAUTHCS
B ONMHO# Tpolike. Ecim ke Kakwe-TO 4iBe=ln(pbl U3 3THX IEBITH
CTOSIT B BO3PACTAIOIIEM TOPSIIIKE, yTO, OHHU 00S3aTeILHO U3 Pa3HBIX
TpoeK. Tak Kak TPOEK BCETO TPUATO, HENB3S BRIOpaTh Oojee Tpex
ugp, CTOSIIUX B BO3PACTAIONICM TIOPSIKE.

7. OrtBer: BepHo. Pemenu€. Paccmorpum  yHKIHIO

y=F((X)=f [X—k%) —f (X) , OTIPEJICTICHHYIO ¥ HENIPEPHIBHYIO Ha

OTpe3sKe [0; 4/5]. HaM“gy’kHO JI0Ka3aTh, 4TO HAa JTOM OTPE3KE
Haiizetcs Takas TEEKANX,, wto F(X,)=0. Ilo ompenencumo

¢ynxumn Yy = F (X) ~iMmeeM:

RO 1(3)- 110 o
PR o
ORI



P
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Hockoneky f (O) = f (1) , IOWICHHO CcJ0XUB paBeHCTRA (1) - (5),

MBI TOMy4HM F(O)+F(%}+F(§]+F(%}+F(gjzo ().

PaBenctBo (*) BO3MOKHO TOJIBKO B ABYX CHy9aiXx: 1100 BCE IAThH
cjlaraeMbIX B €ro JICBOU 4acTH PaBHBI HYJIIO- A0TAa 3a/ja4a pEeUIcHa,

oo Cp€au 5TUX CcllIara€MbIX €CTb YUCHa,Pa3sHbIX 3HAKOB. HYCTB

F(x) n F(X,) - umucna pasubix sndkes, rie 0< X <X, Sg.

Torna, B cuily HempepbIBHOCTH ghyhkiin  F (X) , HailiieTcs Takoe

qucio X, (X1 <X < Xz), uro (Xo) =0, uro u TpeGoBanocs.

8. Ykazanme. Cm. 3a1auy Ned.

9. Yka3zanue. Y100HO Kafkaoe u3 uucen oT 1 g0 81 mpeacraButh B
BUJIC CYMMBI CTETICHEH EpOiikil, T.¢. 3aMcaTh B TPOUYHOM CHUCTEME
CUHCIICHUS.

10. Ykasanme. Egfii. 7/8=0", 9/8=0" w11 HexorTopeix membix

kun,ro 7"-9 =8%F,
11. VYka3zanuwe. 7Haiigure MHOXECTBO 3HAYeHHM MHOTOYJIEHA

(1- xy)2 +X°)

12. Oreér:"eyuiecTByer. Pemmenne. MICKOMBIM ABISETCS, HATIPUMED,
mHorofen & P (X) = \/E(X —1)(X — 2) +X, Tak Kak cymma
UPPALHOHATIBHOIO YnCiIa V2 (n —1) ( n— 2) (n #1, 2) U 11EJI0T0

gucia N uppanmoHaIbHA.
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13. Pemenne. Pa300beM psii HATYpabHBIX YHUCEN HA TAKHE KYCKH:
{1} , {2,3} , {4, 5, 6} , {7,8, 9,10} , {11,12,13,14,15} -

1 Oy/ieM 1o o4epei OTHOCUTH 3TH KyCKH TO K OJJHOMY MHOKECTRY,
1O K Apyromy. KonudecTtBo uncen B N — M Kycke paBHo 1, igaTOMY
€CJIM Pa3HOCTh OECKOHEYHOW apu()METHYECKON MpOrpeCeHs paBHA
d, To Hauunas ¢ d — ro Kycka HM OJMH KyCOK «ife, BFUCHETCSI»
MEX/Iy IBYMs COCETHUMH YJICHAMH MTPOTPECCHH.

14. OtBer: moxer. Pemenue. [lpuBenem mpupep. B kadectse
MIEPBOTO BO3BMEM IMPAaBUIBHBIA TPEYTrONbHUK C AHUHOW CTOPOHBI

1/2 cm, a B KayecTBe BTOPOTo — paBHOOEAPEHHBIH TPEYTONBHAK C

ocHoanmeM 200 M u BreicoToii 107’ au. ‘Ero GokoBas cTOpoHa

0o0JIbIIlIE TIOJIOBUHBLI OCHOBAHUS, T.€. TOke Ovsbiie 100 M, a mIomnans

paBua 10™° M°. M MeHbIIE MIIOLIAH, [IEPBOTO TPEYrOIbHAKA, PABHA

\/5/16 oM’

15. /a)y OtBeT: MOXeT. Permenme.

H [TpuBenem npumep. Paccmorpum

B paBHoOepeHHBIIH TPEyrojabHUK

K (puc.7) ¢ ocuoBanmmem 800 cM u

BeIicoTOM 0,3 cM. Ero mromans paBHa

A D C 800-0.3 U TeM cambiM Oostbiire 100
puc,

cM’. TIokakeM, 9TO ITOT TPEYrOMbHHK
YIOBIETBOPSE Ry, CIIOBHIO.  JlelicTBUTENBHO, ero Beicota AH
onyleHHas g#a 00koByio cropony BC, paBma ymsoeHHoi miune
neprnenaukyugpa DK , onymensoro us cepeannbl ocHoBanus D na

B ookoByro croporny BC, a sror
HEPIEHIMKYJISP, B CBOKO OYEPED,
MEHBIIIE  HAKIOHHOM BD.

A C OTCI-O,Z[a BBITCKACT, YTO BBICOTA

(@,
D puc.8

AH menpme wem 0,6 cm m,
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Ha4uT, Bce BBICOTHI Tpeyroibuuka ABC menbme 1 cm
0) OTBeT: He MoXxeT. Pemenne. IToCKOIBKY BBICOTBI TPEYTOMLHIKA
0oJbIIe 2 CM, TO M €r0 CTOPOHBI 0OJIbIIE 2 CM, & TOT/A €r0 HIOMANb

OostbILe YeM %-2 2=2 (cM?).

16. Oreer: HeBepHo. Pemenme. PaccMOTpuM @KOHTpHIpUMED.
Bosemem Ttpu Bepmmusl A,B u D uernipexyreapnuka ABCD

(puc.8) oyeHb OIU3KO APYr K APYry, a ueTBepyyr BépmmHy C wu
touky O BHYTpH YETHIPEXYTOJLHHKA — OJUBKO WPYr K IPYry |
nanexo or A,B u D.

17. OtBet: MoxHo. Pemenne. Paccmorpumkyo ABCDABC D, ¢
peopom @ (puc. 9 a) W NPOCEPAHCTBEHHBIH MICCTHYTOIbHHUK
AAB,CCDA (ero BepumHbl He, Jie’)KAT B OIHOW IUIOCKOCTH).

Oxka3pIBaeTCs, YTO CKBO3b 3TOT MICCTUYTONBHUK (A 3HAYUT, U CKBO3b
Ky0) MOXHO CBOOOIIHO, HE 3a]€Bast ero CTOPOH, MPOTAITUTL KyO C
pebpom a.

B; C;

Al
| ~
B/_ C
7

A D ,

@) b 6)

puc.9

UToOBI' yOEIATHCS B 9TOM, N300pa3uM Ha puc. 9.0) mpoeknuio Kyda
Ha IUIQCKECTH, TEprneHAnKysipHyo ero muaronanu BD,. B cumy
CUMMETPUN Ky0a 3Ta MPOEKIUS — MPaBWIBHBIA IECTUYTOJIbHUK

AABCCD', rne A" - npoexuus Toukn A, A — mpoekuus
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toukn A, w 1.x. Takum 00pa3oM, KOHTYp ILIECTHYTOJBHUKA
A'A'B/C/C'D" - npoekuus npocTpaHCTBEHHOTO INECTHYTONBHUKA
AABCCD, a B uearp O nOpaBUIBHOrO IIECTHYIONBHUKA

MPOEKTUPYIOTCS 00a KOHI[A TuaroHan kyoa BD, .

& A\

puc.1l1

18. OrBer: cymectByer. Pemenne’ Ha pucynke 10 mpuBeneH
npUMep TaKOrO MHOTOIPaHHUKA. OH mody4YeH CcIexyIIIM
obpasom: Ha pedbpe BD terpaimpa ABCD cnenana «3apyOkay» u3
JBYX TPeyrojbHbIX rpaneit ™"GEH w GFH .Y nero 8 Bepmuh, 6
rpaneii, 12 pebep.

19. a)OtBeT: MmoxHO. YRa3afiue. [Ipumep npuseeH Ha puc. 11.

0) OTBeT: MOXXHO. YKazahue. [Ipumep nokazan Ha puc. 12

A P

puc.12 puc.13




AN

puc.14
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MoxHO  cuuTaTh, UYTO  3fIeCh
M300paXKeH MPOBOJIOYHBIA OKTASIp
(cMm. puc.13), choTorpadupeBaHHbIit
W3 TOYKH, JIexalei BOIsH IEHTpa
OJTHOM U3 €ro rpaHeu.

20. a) OrtBer: , GyllECTBYET.
Ykazanue. [Ipumep\ TiokazaH Ha
puc.14.

0) OTBeT: He cymecTByeT. Pemenne. [IpenmodQuy, 9To ynaaoch

MNOCTPOUTH TAKYH JIOMAaHYIO. PaCCMOTpI/IM KaKYIO-HI/I6y,I[B TOYKY €€

caMoIepeCCUCHU. B ment MEPECCKAOTCA B4 3BCHA, ITPUUCM OoJlblire

HU C KakKMMM JIpPYTMMH 3BEHBSIMM OHU HE riepecekarorcs. [loaTomy

BCE€ 3BCHbS JIOMAaHOM MOKHO pa36I/ITL Ha Wapbl, COOTBETCTBYIOIIUEC

TOYKaM €€ CaMOIICPECCUCHM . 3Ha‘H/IT, 3BCHHCB — YCTHOC YHMCJIO U UX

HE MOXET OBITh CEMBb.

21. OtBet: MoxeT. Pemenne. [locTaBiM B COOTBETCTBHE KaXIOMY

YCJIOBCKY TOYKY, ITPUYCM PA3HBIMJIIOAAM — PA3HBIC TOYKU. Ecau JBa

puc.15

YEJIOBCKAa 3HAKOMbBI MEXKIY CO60ﬁ, TO COCAMHUM COOTBCTCTBYIOLIIUC
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UM TOYKHM oTpe3koM. Torna 3amada cBenercs K Takoil: cyliecTByeT
7 CX€Ma, Y KOTOPOH HET TPEyroIbHUKOB, a KaXK/Ible IBE TOYKK JIMDO
COCAMHEHBl OTPE3KOM, JMOO SBISAIOTCS  MPOTHUBOIOJIQKHBIMH
BEPILIMHAMHU POBHO OJIHOI'O YETHIPEXYIOJIbHUKA?
Ha puc.15a,06 mpuBeneHsl 1Ba MPOCTEHIIMX HNpPUMEpa TAKHX' CXEM.
Hawm Tpebyercst mpuBecTn mpuMep CXEMBI, COCTOsIIEH Ovilee yeM u3
YeThIpeX TOUEK.
Ha puc. 15,8  mpuBeneH mpumep cxeMbl U3y 16y Touek u 40
OTPE3KOB, YJOBIETBOPAIOIIMNI  ycinoBuio. Ioiydy€HHas cxema
VIOBIIETBOPSIET YCJOBUIO 3afaud. B 3TOMN MOXHO yOeauThcs
nepedopoM, KOTOPBIH YIIPOIAETCS U3-3a CUMMETPUHU CXEMBI.
22. OtBet: Moruo. Pemenne. Ha puc.16, cx€MaTruecku MOKa3aHbI
pe3yNbTaThl BCEX napTui TypHUpa [IaXMaTUCTOB,
YAOBJIETBOPSIIOIIETO YCIOBHIO 3amadd-wB Hem kaxnmas mapa
IaXMaTUCTOB chirpania no 7 naptu#i. Lpuy stom:
- IEPBBIN BBIUTPAN y BTOPOTO ABE HapTHU;
- BTOPOI1 BEIUTpAN y NepBOro ABE MapTHH;
- IEPBBIN BBINTPA Y TPETHELO TPY MAPTHH;
- TPETUH BBIUTPAJ y MIepBOTQ, USTHIpE MapTHH;
- OCTaJbHBIE TAPTUH TYPHUPE OKOHYMINCH BHUYBIO.
1 B™=3TOM TypHHpe mEpBBId IIAXMaTUCT
(= SN fabpan 6,5 OYKOB, BTOPOH — 7 OUKOB,
| TpeTuii — 7,5 OYKOB; IpPU 3TOM IEPBBII
BBIMIpai OoJbIIEe BceX — 5 mapTuii, BTOPOi
MpoWTpai MEHbIIE BCeX — 2 TapTUH, a
00JIbIIIe BCEX OYKOB HAOpall TPETHIA.
ptel6 23. Yka3zanue. a) [locTpoiite ¢ mOMOIIbIO
LUPKYJIS U IMHEWKH TPEYTOJBHUK IO IBYM
CTOPOHAM W/YINly NPOTHB OAHOM M3 HuX. Hccieayiite, CKOJIBKO
pemieHuil yMeeT 3Ta 3aa4a Ha MOCTPOCHHUE.
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0) PaccMoTpuTe nmBa TpEyroiapbHUKA: OJIWH CO CTOPOHAMH 1a%a’;

o 2 .3
BTOpOH — CcO CTOpOHamMu a,d ,a . BbIACHUTE, TpU KaKkXs, a

CYIIECTBYIOT 3TH TPEYTrOJbHUKH?

24. VYka3zanme. Jloxkaxkure, UYTO OJWH U3 YIJIOB “MEKIY
OucceKTpucaMu TpeyroibHuka He Menbmie 60° (Bbipasire s
ATOTO YIJIBI MEXAy OUCCEKTpUCAMH 4epe3 YIiibl TRPeYI'OJbHUKA).
Ouennre IUIOMAAR YETHIPEXYTOJBHUKA, JHATOHAIIMM KOTOPOTO
SIBJISIFOTCSI 9TU OMCCEKTPHCHI.

25. OTBeT: MOXeT.

26. Yka3zanme. a) BHyTpeHHUI 4eThIPEXYrOJIbHUK HE 00s3aTEILHO
BHIMMYKNBIA.  0) [nnHa moboro orpeska, pagiioNoKEHHOTO BHYTPH
YeTHIPEXyTOIbHUKA, HE TIPEBOCXOANT MOJIOBIHEI €TO IIEPUMETPA.

27. OTBeT: a) MOXKHO. 0) HENB341.

28. Yka3zaume. a) Bospmure oTpe30K, MOMECTUTE TPU BEPIIWHBI
BHEIIHEH THMpaMujbpl OuYeHb OJHM3KO, K OJHOMY €ro KOHILy, a
YeTBEPTYI0 — K Apyromy. JBe{BEpIHMHBI BHYTpPEHHEU NUPAMHIBI
MOMECTHTE BOJM3M OJHOTO KQHIa, OTpe3Ka, a JiBe JApyrue — BOIH3H
APYTOro.

0) Ota 3amaua — 0O0OOflieHHWE CIEAYIOLIEH TEOPEMBI: NEPUMETP
BHIYKJIOTO ~ MHOTOYI'QJIbHWKA  MEHBIIE  IepuMeTpa  JoOoro
CoJIepKalIero ero MHOTQYROIbHUKA.

puc.17 v

29. OTBew;, He cnenyer. Pemenne. Jlerko mpoBEpHTh, YTO CIHCOK
JUTHH {CTOpOH W IHWaroHajJed Il pPaBHOOCAPEHHOW Tparenun C
BhICOTOH ™ ¥ OCHOBaHMAMHU 2 W 4 COBMaJaeT C TaKUM K€ CITUCKOM
JUTS, 9eTBIPEXyrobHUKA C TEPHeHIUKYISIPHBIMH JIHATrOHASIMH
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JUTMHOW 2 ® 4, JENSIAMHCS TOYKOH IIepecedcHHuss Ha OTPE3KE
mmHoK 1 m 1, 1 u 3 (puc.17) .

30. (IlpacomoB 27.11) OtBer: MoxHo. Pemenme. TpeOyeMmsbiit
IpuMep MpuBeeH Ha puc. 18.

iﬁ-'“;./i N

==l
———
pucld prc. 19

31. OtBer: He Bcerma. PemenmeS\PaccMoTpuM —OTpe3KH,
n3o00pakeHHsle Ha puc. 19.

i==

U=

O—-0

KoHmp! kaxmoro KOPOTKOI'O OTpPE3Ka&, MOKXHO COCAUHUTH TOJIBKO C
KOHIIAMI OmmKaiero K HEMY MJIMHHOI'O

0 OTpe3Kd. SICHO, 4TO IpH 3TOM HE MOXKET
§’0 HOJTYHUTHCA 3aMKHYyTas HE

caMOmepECeKaroIascs JJOMaHasl.
32. OrBer: He o0sa3arenbHO. Pemenue.

pric.20

Hokaxem, uro mentp O BIOMCaHHOR
OKpYXXHOCTH Tpeyronbaukay ABC co croponamu AB =6,BC =4

nu CA=8 onuHakero wfaineH or cepeaun cropon AC u BC.
O003HaUUM  CEepPeaUuHbl  CTOPOH

AC wu BC wuwepes B, u 4, a

OCHOBAHUS TepIeHUKYJIAPOB,
L\ — /], ONYMICHHBIX M3 TOUKH O na AC

u BC —uepes B, u A4, . Moxno
nokasate, uro 44, =1=BB, un
A 04, =08, TOT /1A
1044, =10B B, , T.C.
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33. Pemienne. ClI0kKHTE CIIMYKY B BUJIE TPABHIILHOTO TETPadapa.
34.0t1Ber: MOXHO. Pemenme. Croxure TpH KHUpIHYa ,Tak,) Kak
rokazano Ha puc. 20. M3MepbTe pacCcTosTHHE MEXIY OTMCUEHHBIMHU
TOYKAMH.

35. OtBer: Henb3st. Pemenne. O003HaUMM BEpIIMHBL 3BE3/bI TaK,

KaKk mokasano Ha puc.2]l. Paccmorpum mrockocrss=AA, A, . 3BeHO
A A, mokassiBaet, 4T0 ToUKa A, JTEKHUT «BBHILE»/ITOI IIIOCKOCTH;
3BeHo A A, TOKa3sbIBaeT, 4TO TOUKa A, JEKAT WHIDKE» ee. A 3BEHO

A A, moxaseBaer, urto, HaoGopor, A, WEKHT «HmKe», a A,

«BBIILIE.
36. OTBeT: 3aIITPUXOBAHHBII Ha PUC.2 YETHIPEXYTOJILHUK HE MOXKET
ObiTb  TuIockuM. Pemrenme. TIpodO¥eKeHUs TPOTHUBOIMOJIOKHBIX
CTOPOH CceUeHUs, M300paKCHHBIX CTHIONIHON JTWHUEH, MMepeceKaroT
MPOJOJDKEHUST TIepeqHero pedpas TeTpasapa B IBYX PasTUUHBIX
TOUYKaX. DTOr0 HE MOXKET ObITh, TaK KaK IUIOCKOCTb U IIpsiMasi, B Hell
He JIe)Kallas, UMEIOT He 00i18e,01HOH 001Ieil TOUKH.

37. OtBer: uU300paKeHHBIC MHOTOYTOJBHUKH HEBO3MOKHBI.
Pemenue. a) OOo3masgm=fia puc.3 a) BEpIIMHBI BHEITHETO
YeThIPeXyrojbHUKa (KBafipaTa), HAUMHAS C MIPABOM HMKHEH, IPOTHB
vacoBoil crpenku Mepe3¥A,B,C u D, a BepumHsl BHYTpEHHETO

gersipexyroisauka wepes  A,B,C, u D, coorsercrBenHo.

PaccmatpuBast \geduenus, mnapamuienbubie miockoctu  ABCD,

yoemumes, uro B, orcromr or mmockoctn
[ T ABCD pamsue, wem A, C, — nansure, yem
B,, D,- mamsme, wem C,, A - nmambie, dem

D, . D10 HeBO3MOKHO.
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0) Beenem Ha puc.3 0) Takue ke 0003HAUYCHHUs, Kak M Ha puc.3(a)™

Kak 1 B npezbIayIieM ciydae, JIerko yoeauThest, 4to Toukn Api G,
menee yganeHsl oT miockoctu ABCD, uwem rtoukn B, “w) D, .
CrenoBarensHo, so0ast Touka otpeska AC, Mmenee ynanésa or
miockoctt ABCD , uem mroGast Touka otpeska B,D, ga 3fiaunr , ot

oTpe3kn He mepecekarorcs. Ilosromy toukn ATBSC, u D, me

MOTYT JIS)KaTh B OTHON TJIOCKOCTH.
38. OTBeT: 3amaua uMeeT OECKOHEYHO MHOT@+pelicHuii. Pemenne.
VcnoBuro  3amauM  yIOBIIETBOpSET, . HanpuMmep,  NpooOka,
nzo0paxkeHHass Ha puc.22  (KycoKk Wwmfiapa ¢ KBaJpaTHBIM
cedcHHeM o0pe3aH B BUJE KIIMHA).
39. Pemenne. a) Ilponecc nporackuBdmusa Kapkaca Ky0a CKBO3b

puc.23

orBepctue B BuAe™OyKkB8el H wu3o0paxen Ha puc.23. CHauana
MTOABOIUM OIHO PeBpo/Kyda K MepeKiiaiuae U ABUTaeM KyO 10 Tex
op, TMOKa CKBE3b _IEPEKIAINHY HE MPOHAET BTOpoe pedpo. 3aTem
caBuraeM Ky, TdK, 4TOOBI K IMEpeKaJuHe MepEeMEecTUIach Apyras
rmapa «BEepTHKATBHBEIX» pebep. JlampHeHmmii mporecc aHalIoTHYeH
NpeabLAYILIEMY,

0) Ilpouece/mpoTackuBaHusl KapKaca TeTpasapa CKBO3b OTBEPCTHE
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B Buze OykBhI T m3o00paxken Ha puc. 24.

Pacmonoxxum TeTpasmp Tak, dYTOOBI OJHA €ro TpaHb , ObLIA
napajuiesbHa JJaHHOW TUIOCKOCTH, a €r0 MPOTHBOIOIOKHAS BEPUINHA
Obu1a oOpameHa K miockocTy. [logBeeM 3Ty BepIIMHY KApa3pesy u
HAaYHEM TMPOTAJKUBaTh TETpadAp TakK, 4YTOOBI JBa_ ero ‘pedpa
JIBUTAITUCH 110 TOPU3OHTAILHON «IepeKiaanHe» OyKBoI W4 a oHO —
10 €€ BEPTUKAJILHON «CTOMKE».

Korma k «mepeknanuHey MOAOHACT peOpO TPaHU,wIAPpaIIICIEHON

TUIOCKOCTH,  TIOBepHeM 4. cffepka  TeTpasp
BOKpYr 23TOoro pebpassOcTaBimascs 4acTh

TETpasApa NPOTAJIKUBACTCA CKBO3b OTBCPCTHUC

OYEBUIHBIM 00pa30oM.
40. Pemenme, \I'peOyemass  BBIKpOHKa
mo0pakeHa Ha pHe.25. Ee HyXHO B34Th B

PYKH, Aepia JEBOM pyKOH JEBBIA Kpail, a
Puc.25  ypapoit — npaBslil, 1 NOBEpHYTH PaBbIH Kpail
na 180° na cebs. [anbueliniee Ou€BuUfHO.

41. Pemenue.a) JlroOoi

BING DEE| myt, Ui o

/ MTOBEPXHOCTH Ky0Oa

MOYHO, MOXHO

M pa3BepHYTh Ha
miockocte. Ha puc.26a)

a) AJ 5) Hn300paKeHbl  Pa3BEPTKH

IECTH KpaT4animmx

XZIT26 nyTei, unymux u3 M B

N . JInvpa K&KI0ro U3 HUX paBHA V3a.
6) Kak 'm, B/3agaye a), JOCTaTOYHO BHIOpAaTh HAMMCHBIIMN U3
otpe3koB’ B, AC, AD  wuAE (puc.26  6)). ScuHo, uTO

ABE=042% =1764,
AC* =37 +17* =1658, AD* =32° +24° =1600 u AE > AD .
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Kparuaitmmii myte AD umeer mmny 40.
42. OtBeT: MOXHO. Pemienne. 113 xBanmpara co CTOPOHONH MOYKHO
BEIpE3aTh GUTYPY, B KOTOPYIO MOKHO 3aBEpHYTh €JIMHUYHBI] KyOWK

(1a puc. 27). SIcHO TaKkxKe, 4TO 2\/5 <3,

43. OTBeT: Takue NMUpamMHIbl CyllecTBYIOT. \PemeHnue. B kauectse
OCHOBAaHMIl  TakMX  IHUpaMHJ  MQEXKHE@ “ B3siTb,  HalpUMep,
YEThIPEXYTOJIbHUK U HEBBIYKJIBINA IIECTHYIOJIBHUK, U300pakeHHbIE
Ha pUC.28; BEepUIMHBI 3THX MUPaMuA, AeKaT Ha MEPHEHIUKYIApax,
BOCCTAaHOBJICHHBIX U3 TOueK £ /() COOTBETCTBEHHO.

44. OtBer: Hef, sHE oOs3arensHo. Pemenme. Paccmotpum
paBHOOeapeHHbIi Tpeyronbuuk ABC , ocHoBanue AC KkoToporo
MHOT'O MeHbIIle Q9KOBOM CTOpoHEI. Bepmmay D momectum BOIHM3H
cepenunbl £TopoHbl AC |, a BepmmHy E— BHYTpW TeTpasipa
ABCD ggnisu BepmmHbl B . [lepumerp BHEIIHEro TeTpalapa
MOXHOQf CICHATh CKOJb YTOJHO ONM3KMM K 3a, rae d — JjuHa
O0KOBOI cTOpoHBI TpeyroabHuka ABC | a mepuMeTp BHYTPEHHETO —
K 4



77

45. Oteer: cymectyer. Pemenne. ITycts B Tpeyromsuuke ABC
yron C tymo#i, Touka D nexur Ha BbICOTE, OMYIICHHEU 43
sepumnbl C . Crierka npunonss Touky D wan miockocteio, ABC |
HOTyYUM TpeOyeMBIi TeTpasp.
46. OtBeT: cymiecTByeT. YKa3aHue. DTUM CBOHCTBOM, 00JanaeT
TETpasp, y KOTOPOTO [Ba IMPOTHUBOMOJIOKHBIX ABYEPAWHBIX yTIia
Tynble. s MOCTPOSHHS TAKOTO TETPadpa MOKHO, HAPUMED, B3ATh
JBC JHMAaroOHAIM KBajgpaTa M YyThb-4yTh HPUIOIHATH OIHY HaJ
JIPYTOM.
47. OtBet: moryT. Pemenne. ITycts Toukn @ WS nexar Ha 0HOM
— Iyre OKPYKHOCTH, TIpexo/siieii depe3 A

/ \S u B, mpuueM™SC, L AB u touka C
‘/ \‘ ompke x mpsvowr AB, dyem Touka S.
\ / (puc.29)
\\ /C Torma gpeyronpuuk ABS wmoxHO Tak
AiB noBepiysb Bokpyr ocu AB , uto orpesok
SC, CPaHET MEpCHANKYISAPEH TIOCKOCTH
puc.29 ABCS

48. OtBeT: Het, He mMo00H. Pemenne. PaccMoTpum TpexrpaHHBII
yroJ SABC, y %eroporo /BSC <60° wu peopo AS
neprenukyssipao rpapit }SBC . Tlpennonoxkum, 4To €ro cedcHue
ABC sBnsercs npaBWIbHBIM TPEYTOJIBHUKOM. B IpAMOYroibHBIX
tpeyronbaukax ABS/ u  ACS paBHBI TUIOTEHY3BI, I[TOITOMY
SB =SC . B ‘pasuobenpennom Ttpeyromsauke SBC  yron mpwm
BepumHe S/ HanMenbinuii, mostomy BC < SB. SlcHo Ttaxxke, uro
SB < ABga 3uauur, BC < AB . TTonydyeno npotuBopedne.

49. OtBer: #er, He oOs3arenpHO. Pemenme. BosbMem KkyO u
NPUIQKUM ;K KaXKIOM W3 €ro rpaHeil 10 TakoMmy ke KyOy. Y
MOJLyMeHHOr0 (HEBBITYKIIOT0) MHOTOIPAHHUKA BCE TPAHU SIBJISIFOTCS
paBHBIMU MeX Ty COO0M KBaIpaTaMH.
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50. OtBer: Her, He oOs3aTenbHO. Pemenme. [TocTpouM BHEIIEHM
oOpazoM Ha TpaHsX Kyba Kak OCHOBAHHSIX TIIPABIUIGHBIC
YETHIPEXYTOJbHBIE TMHUPAMHILI C JBYTPAHHBIMH YTJIAMH |\ [IPH
ocHoBaHuH, paBHbiME 45°. B pesynprare momyunm 12ApaHHuK,
nMmeron it 14 BepmwH, mpudeM 8 W3 HUX — BEPIIMHBL KyOa, a 6 —
BEpIIMHBI TIOCTPOSHHBIX MHUpaMHI; pedpa  Kyda \{ ABISIOTCS
JIMAarOHAIISIMH €rO TPaHei, a MOITOMY ero pedpaMu He SIBISIOTCS.

Bce pebpa 3Toro MHOTOrpaHHUKA PaBHBI, U OHW PABHOY/IAJICHEI OT
neHTpa kyba. OmHol cdepe ero BepinHbl IpuHagicKaTs He MOTYT,

TaK KaK BEPIIMHBI KyOa yAaJeHbl OT [IEeHTpa Ha PacCTosHUE a \/§ / 2

, TAe @ — pebpo Kyba, a OCTaNbHbIC BEPIIRHBIYIANICHBI OT I[CHTPA
Ky0a Ha paccTosHue a.
51. OtBer: Moxer. Pemenue. JIerkONITpOBepHUTh, YTO BEPIIUHBI
MPAaBWJILHOTO IIECTUYTOJbHUKA OQI@HAI0T TPeOyeMBIM CBOWCTBOM.
PaccmoTpuM Tereph N1Ba NMPaBWIIBHBIX IIECTHYTOJBHUKA C OOIIUM
neutpom O, nexamme B pasubix/mpockoctsx. Ecom A w1 B -
BEPILIMHBI Pa3HBIX IECTHYTOJLHAUKOB, TO B kKauectBe C u D moxwHO
B3ATh TOYKH, ciMMeTpruuHbie, AW B orHocurensro Touku O .
52. Pemenme. HaiineM MpsIMbIE  TIEPECEUEHUs] IIIOCKOCTEH
MPOTHBOTIOJIOKHBIX TPaHEH=AAHHOTO YeThIpexrpanHoro yria. Yepes
STH JIBE TpsSMbIC HOPOBEIEM TIUIOCKOCTh (. 3areM MpoBeIeM
HapajulelIbHyl0 e/ IIOCKoCTh [3, IMEepeceKarollyl0 BCE 4YeTbIpe
pebpa.

JlokaxeM, ®©TQp,, B CCUCHHHM MOJYUYHUTCS MapaICIOTPaMM.
[TockocTh FynapauienbHa MpsSMOH ITepecedeHns IIOCKOCTE! ABYX

X IMPOTHUBOIIOJIOKHBIX iy paHeﬁ, u,

X ] CJICOO0BATCIIbHO, OHA IEPECEKACT HUX II0

napauiCiabHbIM MMpAMBIM. TaKUM

b 9‘ o6pa30M, B CCUCHUHN  IIOJYUHIICA
a 'C

YCTBIPEXYT'OJIbHUK, ITPOTHUBOIIOJIOKHBIC
CTOPOHBI KOTOpOTo momapHo
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MapajuIeNbHBL, T.€. MapalyIeIoTPaMM.
53. Pemenue. PaccMoTpuM pa3BepTKy OOKOBOH IOBEPXHOCTH
npu3Msl (puc.30).

Cy1mecTBOBaHHE HY>KHOTO CEYEHHS IKBUBAJICHTHO CYIIEETBOBAHHIO
JIOMaHOM C BEpIIMHAMH Ha YeThIpEX NapaJUICIbHBIX MPIMBIX
pa3BepPTKH, TAKOW, YTO BCE €€ TPU 3BEHA MMEIOT OJMHAKOBYIO JUTUHY
X, a KOHIBI JieXaT Ha NPsAMON, NEPHEHIUKYNIPHON ITUM
MapajuleTbHBIM MpsMBIM. Takum 00pa3oM, JOCPATOYHO qOKa3aTh,

YTO YpaBHEHHE \/X2 —a’ + \/X2 —b?* = \/X2 +C* ymeer pelenue
npu a>b>c>0,a<b+c.
Paccmotpum (hyHKIMIO

y=f(x) =X —a +Vx* —b? —/x’— 6>
Dta QyHKUMS ompeneneHa mpu X3 2.a° M HeNpepeIBHA. 3aMeTHM,

9TO f(a):\/az—bz—\/az—czﬁo, Tak kKak b>C, a

f(\/a2+b2):b+a—\/a2+b2—cz >0. Ecnu 3HAYCHUS

HETPEPHIBHON (YHKIIMM Ha RQHUAX OTpe3Ka UMCEIOT pasHble 3HAKH,

TO B HEKOTOpPOIl Touke BHyTpH OTpe3ka (QyHKuus oOpamaercss B
Hynb. B Hamiem ciydae, 5TH yCIOBHS BBINOJHEHB Ha OTpE3KE

[a;\/a2+b2} [TopTOMy/ B HEKOTOPOM TOYKE X, BHYTPH 3TOrO

otpeska pynkmus f 06pamaercs B mynp: f (Xo) =0, u TeM cambIM

ypaBHEHHE NMEET/PEIICHHE.

§ 3. Urpmr

3.1. OcHoBsI Teopun. IIpumepsl
MazemafnyecKie Urpbl OTIHUYAIOTCS OT OOBIYHBIX TE€M, UYTO B HHX
MOXKHO, 3apaHee ONpPEeAEIUTh HUCXOJ WIphl. B momoOHBIX 3amauax
QOBIMHEBIN BOIIPOC OOWMH M TOT >KE: KTO M KaK BBIMTPACT MPH
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MPaBUJIBHOW WIpe, T.e. PU HAWIYUIIeH CTpaTeruu 0O0EHX CTOPOH?
Jlanee B yCIOBUSAX 3a/1a4Hl 5TO OTOBAapHUBATHCS HE OyIeT.

Hdns  pokazaTenbcTBa 1MOOeAbl M HUYBEH  MCHOJB3YIOTCS
CIEeIyIOIINE UIEH:
Coomeemcmeue. Hanmuume ynayHOro OTBETHOTO Xojaa (Moxker
o0ecreynBaThCsl CHMMETpHEH, pa30dueHneM Ha mapbl, JOHOIHEHUEM
qHUCIIa).
Pewenue ¢ xonya. IlocnenoBaTenbHO ONPEGIIQICA TMO3ULIMH,
BBIMTPHINIHBIE W TPOWTPHINIHBIE s HauuHateuieno. OdvepenHas
MO3HULMS SIBISICTCA BBIMTPBILIHOM, €CITU M3 JIe€ MOXKHO IOIYyYUTb
paHee ONpEACICHHYI0 INPOUTPHIIHYI0 JIO3MIUIO, M  SBISIETCS
MIPOUTPHILITHON, €K JT000H X0/ U3 Hee BeNCT K NOMAJaHHIO B paHee
OTIPEEIICHHYIO BHIMTPHIIIHYIO TTO3ULHIQ.
Ilepeoaua xo0a. Ecnu MBI MOXXEM BOCHOJB30BaThCS CTpaTeTHEl
MPOTUBHUKA, TO HAIIM Jeja He-xy:ke, dyeM y Hero. Hampumep,
BBEIUTPHINI (MM HUYBS) O0CCIIEUMBABTICS, KOTJAa MOKHO IO CBOEMY
KENaHHWI0 TIOMAacTh B HEKOTOPYIo/ MO3MIMI0O IJMOO0 3acTaBUThH
MTPOTUBHUKA TIOTIACTH B HEE.

B HekoTophIX 3amayax cTPaIer#io UTPHl yKa3blBaTb HE HAJ0, Tak
KaK UCXOJI UTPHI HE 3aBUCHT OTyUTPBI COMIEPHUKOB.

Ipumep 1. Nmeetes tph kyukn kamHeil: B nepsoil — 10, Bo
BTOpOit — 15, B TpeThei/=%20. 3a xoxa pasperiaercs pa3ouTh JH00YI0
Ky4Ky Ha JIB€ MEHBMKE, MIPOUTPHIBAET TOT, KTO HE CMOXET CIETaTh
XOJI.

Pewmenue. ITocae kaxnoro xoa KOJIM4YECTBO KyUYEK YBEIUUYHMBACTCS
Ha 1. Crauana nx( 0610 3, B KOHIIEe 45. Takum 0Opa3om, Bcero OyeT
caenaHo 42.xo0na. Ilocneauuii BeIMrphIBatomuii 42-if X0 caeiaer
BTOPOI1 HIPOK,

Jis peliieHus1 HEKOTOPHIX 3a7ad HEOOXOAMMO HAWTH CUMMEmpUro,
Opyd ‘KQTOPOM TOJBKO YTO CHEJIAHHBIA IIPOTHUBHUKOM XOJ HeE
MPERITECTBYET OCYIIECTBICHHIO CTPATETHH.
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IMpumep 2. /[Boe 1o ouepenu KiIaayT MATAKH HA KPYTIIBINA OTOJT

mpuyeM TakK, YTOOBl OHM HE HAaKJIABIBAJNCh JAPYr Ha Jpyra.
[IpourpeiBaet TOT, KTO HE MOXKET CAETATH XOI.
Pemienue. B 3Toil urpe BBIMTPHIBACT IMEPBbIA HE3ABUCHMO OT
pasMepoB cTona. IlepBEIM XO0M0M OH KIQAeT NATaK TakK, dTOOBI
LIEHTPbl MOHETHl M cTosa coBnanu. Ilocnme 3TOro Ha KasKAbId XOf
BTOPOTO  WIpOKa  HAYMHAIONIMI  OTBEYaeT  ‘CAMMETPHUYHO
OTHOCHUTEJBHO LEHTpa cTona. OTMETHM, YTO NPHy TAKOH CTpaTeruu
mociie KaXJO0Tro XOJAa MEpBOrO HUIpoKa TO3HHUS JCHMMMETpHYHA.
[loaTomMy ecian BO3MOMKEH OUYEpENHOM XO//“BTOPOrO HIrpoOKa, TO
BO3MO>XE€H M CUMMETPHUYHBIA €My OTBETHBLL _XOJ NMEPBOro. 3HAUUT,
OH MO0eX/TaeT.

B MaremaTmueckMX Wrpax CyMECTBYIOT, MOHATHUS GbIUSPLIUHOL
cmpamezuu, T.e. HabOpa MpaBui (MOXKHONKA3aTh, HHCTPYKITUH HITH
anropuTMa), CIenysd KOTOPBIM, <O/WHs U3 HIPOKOB 00A3aTeIHHO
BBIMIPaeT (HE 3aBHCHMO OT TOPO, KAK UIPAET €ro COMNEpPHHK), U
HuuelHou cmpameeuu, cienysd KOTOpOH OIWH W3 UIPOKOB
00513aTeNIBbHO 100BETCs JINOO BRIMPPHIIIA, THOO HUYBEH.

B mo0oii MaTeMaTHUECKOMHUTPE CYIIECTBYET JTHOO BBHIUTPHIIIHASL
cTpaterust Juisi OJJHOTO M3 UTPOKOB, TUOO0 HUYEHHBIC CTPATETUH IS
obownx (ecru urpa JomyeKaeT™HUYbI0). B 3aBUCHMOCTH OT 3TOTO Hrpa
Ha3bIBACTCSI BBHIUTPHILIHOM) A1 TIEPBOTO HJIM BTOPOTO WTPOKA, WMIIH
HUYEHHOMU.

IMpumep 3. JTdaps crout Ha none al. 3a xom paspemraercs
CABUHYTH €€ Ha=i000€e YMCIIO KJIETOK BIIPABO MJIM Ha JIF00OE YHCIIO0
KJIETOK BBEPXw,BRIMIPHIBAET TOT, KTO MOCTABUT Jajbio Ha mone h8
Pemenne. B\groii urpe nobexxmaer Bropoir urpok. Ero crpaterus
O4YeHb TMPOCTan KKIBIM CBOMM XOJOM OH BO3BpallaeT Jaipio Ha
Oonpiyry Aplaronans al — h8. OOBsICHHM, MOYeMy, Wrpas Tak,
BTOPOMMATPOK BHIMTPHIBACT. JI€0 B TOM, UTO MEPBBIA UTPOK KaXKABIN
pa3(BeIHYX/IE€H OyIeT YBOAWUTH JalIbl0 C 3TOW AMArOHAIU, a BTOPOM
KLPOK TOcie 3TOro OyJeT MMEeTh BO3MOXKHOCTh BEPHYTH JIAAbIO Ha
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guauio al — h8. Tak kak moje h8 mpHHAIICKHUT AUATOHAIN, TQ HA
HETO CyMEET BCTaTh MIMEHHO BTOPOM UTPOK.

[Tpoananu3upyem 3TO pelicHHE.

Hawm ynanoch BBIIENUTH KIace @uluepblidhblx nozuyuti (M@absi CTOUT
Ha OJHOM W3 KIeToK guaroHann al — h8), obOmagatomux
CJIC/TYFOLIIMMU CBOMCTBAMH:

1) 3aBepiaroriias MO3UIUS UTPBI — BBIUTPHIIIHAS;

2) 3a xoa OgHOU BBRIUTPHINIHON TO3UITUH HEIJIB3S WOITAacTh B IPYTYIO;
3) U3 mo00ii HEBBIUTPHIIHON (TPOUTPHIIHOM), AT03ULIMHN 32 OJUH
XO0J1 MOYKHO TIONIACTh B KAKYIO-TO BBIMTPBIITHYO:

HaxoxneHue Takoro kiacca BBIMTPBIIHBIXPHO3ULINN ISl WIPHI
paBHOCHIBHO ee peuieHuto. JleiicTBufenpio, k mnobene BexeT
CTpaTeruss — XOOU B BBIMIPHINHYIO&HesuIN0. Ecan ucxonHas
MO3HLIMS BEIMTPHINIHASA, TO, KaK B Pa3QOpaHHOM 3a/1aue, BEIUTPHIBACT
BTOPOH. B MPOTUBHOM Cilyyae BBIMEPHIBAET HAUMHAIOLIUI.

PaccmoTpuM 3a1aqy, KOTOPYIOLIPOIME BCETO peliaTh ¢ KOHIIA.

[pumep 4. B xyue 25 kdmueir Urpoku OepyT no ouepeau 2,4 u

7 xamHel. [TpourpeiBaet TOT, KQMY HEKY/1a XOJIUTh.
Pemenne. Caygan 0, 1{kamMHs DpOUTpBINIHBI A7 HAYMHAOLIETO.
[TosTomy ciydan 2, 3, 4%S, 7, 8 ISl HAYMHAIOMIETO BHIMTPHIIIHEL:
CBOMM XOJIOM OH MEPEBOJNT WTPYy B MO3UIIMIO, TPOUTPHIIITHYIO IS
MPOTUBHUKA. AHAJIOPAMHO, 6 W 9 KaMHEW NPOUTPBIIIHBI JUIS
HaynHaomero u T Jlerko yCTaHOBHTH IOCIIEAOBATEIHHOCTD
BBIMTPHIIIHBIX " HPOUIPHILIHBIX O3 U MOJIyYUTh, B YACTHOCTH,
OTBET: MOOEAMTE HAUMHAIOIINH.

IMpumep. 5. Kopons crout Ha moie al. 3a OmUH XOJ €ro
MOXXHO flepeiBUHYTh Ha OJHO IIOJI€ BIPABO, MM HA OAHO IIOJE
BBEpX4/ MM, Ha OJHO IIOJI€ IO JUAaroHajud «BIPaBO-BBEPX».
BbIMEPBIBIET TOT, KTO MOCTABUT KOpoJis Ha roie h8.
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Pemenue. IlompoOyeM HAWTH BBIMTPBIITHBIC TTO3UITUN, UCXOIA U3
UX CBOMCTB. 3aBepLIArOIas MO3ULKs UIPhl (KOPOIIL CTOMT Hay8), —
BeiarpeimHas. [lostomy B kietky h8 mocrasum «+» (cm pue3 | a):
Tak xe Mbl OyJeM OTMedYaTh BCE HAWJICHHBIC BBIARPHIIIHEIC
MO3UINH. B KIIeTKaX, COOTBETCTBYIOIIMX MPOUTPHIIITHBIM, ITO3UIIHIM,
OyZeM CTaBUTh «- .

+ < |+

a) 6)
pue .31
Tak Kak TO3WIMH, W3 KOTOPHIX JKOpOJIb MOXKET 3a OJHMH XOJ
HonacTh Ha BHIMIPhIIHOE nofie, N8 — mpourpelimHsle, To BO3HHKAET
paccraHoBKa, u300paxenHas wa/puc 31,6. C noneit h6 u f8 3a
OJIMH XOJ MOXHO IOMAacTh TONHKO HA MPOUTPHIIIHBIC MMOJIA. B 3aTux
KIETKaX HY)KHO ITOCTABHUTBw+» - OHH BBIUTPHIIIHEIE (CM prc 32,a).
ToNBKO YTO MONYYCHHBIC BEIMTPHIITHBIC TIO3UIIMU TTOPOXKAAOT HAOOP
HOBBIX MpOMTpsInEEIX Mosunmii — h5, g5, g6, 7, e7, e8 (cm

puc 32,0).
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puc.32
+[-[+]- ]+ VET-T+]- T+
NEIEE T
B T

a) 0)
puc.33
[Mponomkum anagopitdHbiM oOpa3om (cMm puc 33,a,0 ). [locme
MOJYYEHUsT OUepeAHOLOYHAO0pa MHHYCOB OTMEYaeM IUIIOCOM Te

oJIsA, U3 KOTOPBIX KaXIplid Xox BCACT B MNPOUTPBIIIHYIO MO3UIUIO.
Ilocne »aToro ormMedaem MHHYCOM T€

- |+|- |+ |al¥] - || mons, u3z xKOTOpHIX CylIECTBYET XOTS OB

OAWH XOJ B BBLIUI'PLIINIHYH ITO3UIUIO. B

1
+
1
+
1
+
+

WUTOTE M MUHYCHI OYAyT paccTaBICHBI TaK,
Kak MOKAa3aHO Ha pucyHke 34.

1
=1
|
+ |4
1
+
1
+

[lepenaua xona 3¢ dexkTuBHa B 3a1a4ax,

TJIe HaJI0 J0Ka3aTh, YTO OJUH M3 UTPOKOB

1
+
1
+
1
+
1
+

-1=1-]-]-]-]-]-| (oObruHO  mepBBIi) Bcerma  MOXET

TOOUTHCS, TI0 KpalHel Mepe, HUIbEeH.
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IIpumep 6. /[IBoifHBIMH [IaxMaTaMH Ha3bIBaeTCi HIPa}

OTIMYAIOMIASACSA OT OOBIYHBIX MIAXMAaT TOJIBKO TEM, YTO KaXKZABIH. U3
MPOTUBHUKOB MOKET JeNaTh MO JBa Xona noapsi. Jokaxurte, 4To
IIpU TaKoW Wrpe Oellbie BCEraa MOTYT BRIMTPATh WM 0, KpaWHEH
Mepe TOOUTHCS HUIbEH.
Pemenue. [Ipenmnonoxum, 4To BHIMTPHIIIHAS CTPATETUS B/OTOU UTPE
ecTh y uepHbIX. Tormaa caenaem OenbiMu nepBbiid xoax KOhv— c¢3 — b1
(mBa TMOCIIEOBATENBHBIX TMPBIKKA KOHEM, TIIQEJIS KOTOPBIX OH
BO3BpalllaeTCs Ha KCXOJHYIO KJIETKY), W B JHaibHEiimeM OyneT
WrpaTh, MOJB3YSACh A3TOW BBIMIPBIIIHON CTPATErUd ISl YEPHBIX.
ScHO, dYTO JeicTBYs TakuM 00pa3oM,. Oenble 3aBeOMO HeE
npourpaioT. IloaydeHHOe IPOTHBOPEUNE,I0KA3BIBACT, YTO Y OENIbIX
CYIIECTBYET OCCIIPOUTPHIIITHAS CTPATETHSL.

3.2. 3agayu 1Isl CaMOCTOSITeILHOTO peleHusI
1. Yucna ot 1 mo 20 BommcaHbr BNeTpouky. Urpoku mo ouepenu
paccTaBISIOT MEXIy HUMH TUTIOeH m/Munycsl. [locie Toro, kak Bce
MeCTa 3aroJIHeHbI, IMOJICUUTHIBACTES pe3ynbTar. Eciu oH YeTeH, To
BBIMIPHIBACT MEPBBII UTPOK, ‘©CIIHHEYETEH, TO BTOPOH.
2. JIBoe 1o ovepenu CTaBfT Jiafiell Ha MaxXMaTHYIO JIOCKY TaK, YTOObI
naneu He Omnm apyr Apyral [lpourpeiBaeT TOT, KTO HE MOXET
cAenaTh XO/I.
3. Ha nocke nanmcafpL 10 equann u 10 qBoek. 3a xof pa3pemaeTcs
CTepeTh JABE JIIOOBIC, AMpPHl W, €CIM OHH ObUIM OIMHAKOBBIMH,
HaNHCaTh JIBOMKY, a €ClIi pa3HbIMH — enuHuIy. Ecnu mocnemusis
ocTaBILAsCS Ha AQCKe uudpa — eANHUIA, TO BBIUTPAJl MEPBBIN UIPOK,
€CJIM IBOMK&,—TO BTOPOM.
4. Ha noOcke Hamucanbl umcia 25 u 36. 3a xom paspermaeTcs
JIONUCATH €€ OJHO HATYpajJbHOE YHMCIO — Pa3HOCTH JIOOBIX ABYX
UMEIONIXCS Ha JIOCKE 4HMCell, €Cd OHAa elle He BCTpeyasiach.
[Ip@urpeIBaeT TOT, KTO HE MOXKET CAETATH XOI.
5 . Tafia kieruaTas jgocka pasmepamu a) 9x10; 6) 10x12;
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B) 9x11. 3a xox paspenraercs BbIYEPKHYTDH JOOYIO TOpH30HTAIE
WK JTI00YI0 BEPTUKANb, €CIH B HE K MOMEHTY X0Jla €CTh XQISQbI
OJlHA HE BBIYCPKHYyTas KieTka. [IpourpeiBaeT TOT, KTO HE,_MOXET
cAenaTh XO/I.

6. J/IBoe 1Mo ovepe/ i CTaBsT CIIOHOB B KJIETKU IIaXMAaTHOH JIOCKH Tak,
4TOOBI CIOHBI He Owmm npyr apyra. (LlBer cioHOB 3HAUEHUS HE
nmeeT). [IpourpsiBaer TOT, KTO HE MOXKET CIIENaTh XO:

7. Wmerorcs nBe Ky4YKH KaMHeW — 1o 7 ByKIKIOH. 3a XOn
paspetaeTcs B3sTh JIF000€ KOIHYSCTBO KaMHEH, Ho' TOIBKO U3 OTHOM
kyuku. [IpourpeiBaer ToT, KOMy Hedero OpaTh!

8. JIBoe 1o ouepenu CTaBsAT KOHEH B KIETKH.IIAXMaTHOM JOCKH TaK,
YTOOBI KOHU HE OWIu apyr apyra. [IpourpeIBaET TOT, KTO HE CMOXKET
caenaTh XO/I.

9. JIBoe 1o oyepeay CTaBiT Koposied B WieTku mgocku 9x9 Tak,
9TOOBI KOponu He Omnm Apyr xapyra.~lIpourpesiBaer TOT, KTO HE
MOJKET CHIeTaTh XOJI.

10. /IBoe mo ouepeny CTaBAT Jiafeil’ B KICTKH MIAXMaTHOW JTOCKH.
OdepemHbIM XOJ0M HaI0 MOGHTHXOTSA OBl OJHY HE OUTYIO KIIETKY.
Jlagpst ObeT U KIETKY, Ha KOTOpOU ctout. [IpourpeiBaeT TOT, KTO HE
MOJKET CHeTIaTh XOJI.

11. Jana kieruaras noeka 10x10.3a xom pasperraetcsi MOKpPHITH
nr00bIe 2 cocenHue KNgf Ky TOMUHOIIKON (IIPAMOYTroabHUKOM 1x 2)
TaK, 9YTOObI JOMUHOILIKY He MepeKpbIBanCh. [IponurpeiBaeT TOT, KTO
HE MOXET CJIeNIaTh XON

12. B kaxmnoii wirerke mocku 11x11  crour mamka. 3a xon
paspetaeTcsi GHSTh C JOCKH JIF000€ KOJMYECTBO IMOIPSA HIYIIUX
mameKk Juo6, W3 OJHOTO BEPTUKAIBHOTO, IJHOO W3 OTHOTO
ropu3oHTaIbHOFO psifa. BeIurpeiBaeT CHABIINN TTOCTEIHIOO MIAIIKY.
13. NMewrcs, ABe Kydku KamHei#: B ogaoi — 30, B mpyroit — 20. 3a
X0J pa3pefaercs Oparh Jr000€ KOIMYECTBO KaMHEW, HO TOJNBKO W3
onHOMKyuku. [IpourpeiBaet TOT, KOMY Heuero Opatb.
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14. Ha okpyxHOocTH pacctaBieHo 20 Todek. 3a Xoi pa3pemagrcs
COEIUHUTH JIOOBIE JBE M3 HHUX OTPE3KOM, HE TepeceKaroniuM
OTpPE3KOB, MPOBEICHHBIX paHee. [IpoWrpeiBaeT TOT, KTO HE MOMKET
CAeNaTh XO/I.

15. ¥V pomamku a) 12 nemectkoB; 0) 11 nemecTtkoB. 32 Xon
pasperraercsi OTOpBaTh JUOO OOUH JIETIECTOK, JHOO \gBa psaoM
pacTymmx Jenectka. lIpowrpsiBaeT TOT, KTO HE MOXKET CIENaTh
X0Aa.

16. Jlan mpsAMOYTONBHBINA mapaiienenumnes pazvepamic a) 4x4x4;
0) 4x4x3; B) 4x3x3, cocTaBlIeHHbI N3/ GAUHUYHBIX KYOMKOB.
3a Xom paspermaercs MPOTKHYTh CIUICH OO0 psia, eclii B HEM
€CTh XOTs OB OIMH HEMPOTKHYTHIN KyOukel[pOuTphIBaeT TOT, KTO HE
MOJKET CAeaTh XO.

17. JIoe mo ouepenu pasnambiBarT mokoiaaky S5x10. 3a xox
pasperiaeTcss caelaTh MPSAMOJUHCHMHBIN pa3inoM Jro0oro u3
UMEIOIIUXCSl KYCKOB BIOJNb YriAyQienus. BrourpeiBaer TOT, KTO
HEPBBIM OTIOMUT H0IbKY 1x 1.

18. /IBoe mo ouepenn CTaBSITSKPECCTHKH M HOJMHMKUA B KJIETKH JOCKU
9x9. HaunHaromuii CTaBUT RPECTHKU, €r0 COMEPHHUK — HOMMKH. B
KOHIIE TTOACYUTHIBAETCS, (CKOJIBKO MMEETCS CTPOYEK W CTOJOIOB, B
KOTOPBIX KPECTHKOB OOJIBHIE, YeM HOJNHMKOB — 3TO OYKH, HaOpaHHbIE
MepBBIM UTpoKoM. KOmfyecTBO CTpOUEK M CTOJOIOB, T/I€ HOJIHKOB
Oonblie — O4KkH BTOPOro. TOT M3 WUIpOKOB, KTO HabepeT Oosblie
OYKOB, ITOOEKIAET.

19. Koponp Cuowr Ha mone al. 3a  oguH XOX €ro MOXHO
NepeBUHY TS Ha OIHO MOJEe BIIPAaBO, WIM HAa OAHO IOJIE BBEPX, MU
Ha OJHO TIQJIEIO JUarOHAIM «BIPAaBO-BBEPX». BRHIMTPHIBAET TOT, KTO
nocTaBuT.opoIis Ha nose h8.

20. NMeidTesvaBe Kyuku KoHGeT: B omHoii — 20, B apyroii 21. 3a xox
HYXHO, CBECTb OJHY M3 Ky4YeK, a BTOPYIO pa3feiNTb Ha JBE HE
0053aTE&IHHO PABHBIX Ky4KH. [IpoWTphIBaeT TOT, KTO HE MOXKET
€iemats X0x.
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21. Ha xonnax kneryartoii monocku 1x 20 croutr no mamke. 3alxol
paspemaeTcsi CABUHYTH JIOOYIO IIAIIKy B HANPaBICHUH APYEOW-HA
OIHY WM Ha ABE KJIeTKU. [lepenpbIruBaTh IIAIIKON Yepes,Iamrky
Hesb3s. [IpourpeiBaeT TOT, KTO HE MOXKET CIAENaTh XO/I.

22. B kopoOke nexut 300 cnmuek. 3a X0a paspeliacrcs B3Th U3
KopoOka He Oojiee TOJOBUHBI HWMEIOIIUXCA B ,HOM CIHYEK.
[IpourpeiBaet TOT, KTO HE MOXKET CAETATH XO/I.

23. Nmeetcs Tpu Ky4uKku KamHeil: B epBoii — 50,4B0“BTOpOii — 60, B
Tpetheil — 70. Xoa cocTOUT B pa3dueHnn KaxaomKyuku, cocTosmen
0ojee 4eM M3 OJHOTO KaMHS, HA JIB€ MEHBIIKONKYUYKH. BriurpeiBaet
TOT, TIOCJIE YBETO X0/a BO BCEX KyUKax OyAQEIIO OHOMY KaMHIO.

24. Urpa HaunHaetcs ¢ yncia 60. 3a Xo& pagperaeTcsi yMEHbIINTD
“MerolIeecs Yucio Ha mo0oi u3 ero aenutelieit. [IpourpriBaer ToT,
KTO MOJYYHT HOJIb.

25. NUmeercs nBe kyuku crimuek: a) 10l%enmnuka u 201 ciimuka; 6) 100
crnuyek u 201 cnuuka. 3a X0 pazpemdeTcs YMEHbIIUTh KOJUYECTBO
CIIHYEK B OJHOM M3 KydeK HayuuCio, sBIsoIeecs IelUTeIeM
KOJINYECTBA CIIMYCK B JPYTOVKYWKe. BrurpeiBaer ToT, mocie uybero
XOZa CIIMYEK HE OCTAETCH.

26. ®ep3b crout Ha mong ClY 3a xox ero MOXKHO MEPEABUHYTH HA
m000e YUCIIO ToJieil BITPABO, BBEPX WIIM MO JHWArOHAIN «BIPaBO-
BBEPX». BhIMrprIBae™IoT, k10 mocTaBUT (Bep3s Ha noie h8

27. VimeeTcs NiBe Kyukw, KAMHEH: B TIEpBOW — 7 KaMHEH, BO BTOPOil —
5. 3a xox paspemarcs/Oparh 1000¢ KOTUISCTBO KaMHEH W3 OHOM
KYYKH WIHA TOPOBHY=KaMHEH U3 00eHX KyueK. IPOUTPBIBAET TOT, KTO
HE MOXET CIENATh, XO/I.

28. Kons ctour Ha mome al. 3a Xox paspelaeTcs mepeaBuraTh KOHs
Ha JBe KIETKW'BIIPABO M OJHY KJIETKY BBEPX WJIM BHU3, WIM Ha JBE
BBEpX /M yHALONHY BIIPaBO WJIM BiIEBO. lIpowrpeiBaer TOT, KTO HE
MOKET, CAEIATh XO.
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29. a) Nmeercs nBe Kydkd 1o 7 KaMHEH. 3axoj paspelraercs: BITH
OMH KaMeHb W3 JII000W KyYKHd WM 10 KaMHIO U3 KaXI0H KYYKH.
[IpourpeIBaeT TOT, KTO HE MOKET CAETATH XOI.

0) Kpome xomoB, JONMyCTHMBIX B TIyHKTE a), pagperiaercs
nepeKIaaplBaTh OJWH KaMeHb M3 MEpBOM Kydykd BO BTOpYio. B
OCTaJILHOM TIpaBHJIa T€ JKe.

30. Mmeercs aBe kyuku mo 11 cmudek. 3a X0I MOXKHO, B35Th JIBE
CIHMYKHU U3 OJHOW KYYKH U OAHY U3 Apyroil. IIpourpeiBaer ToT, KTO
HE MOXET CJIeNIaTh XO/I.

31. Urpa naunnaercs c¢ yucia 0. 3a xon paspewaercss npuOaBUTH K
UMEIOIEMYCSl YMCIIy JI000€ HaTypajibHQe_uucio ot 1 mo 9.
BrrurpeiBaet 10T, KTO omy4ut gucio 100,

32. Urpa nHaumnHaercs ¢ yucia 1. 3a Xoi\paspeuiaercsi yMHOXKHUTD
HMEIOIIeEeCsT YMCIIO Ha J1io00e HaTypaibHOe 4YHCiIO OT 2 1o 9.
BreurpeiBaer TOT, KTO NepBHIM~NOMyHUT uucio Oomsire 1000.
33. Urpa HaunHaercs ¢ yncia 2.43a"kQn paszpemaercs npuOaBUTh K
UMEoIEMyCsl 4Hcay Jioboe HarypanbHOE YHWCIO, MEHbBIIE €ro.
BrmrpeiBaet ToT, k0 nonyuus 1000.

34. Urpa naunnaetcs ¢ yncia,] 000. 3a xon paspeinaercs BHIYECTh U3
UMeroIIerocst yrcia Jr0oe, He MpeBOCXOosINee ero, HaTypaabHOe

o 0
YHUCJI0, ABIAIOMICCCA CTCIIEHbIO JBOMKH (1= 2 ) BBII/IFpI:IBaeT TOT,

KTO MOJYYHT HOJb.
35. lokaxute, ufQ/B MIrpe «KPECTHUKH-HOJIMKM» Ha OCCKOHEYHOU
JOCKE y HOJIMKOB OTCYTCTBYET BBIUTPBIIIHAS CTPATETHsI.

36. e xommawuwn A u B momyumnm mpaBo ocBemars crommiry
MEXITYHapQAHOU axMaTHOU MBICITH Hpro-Bacroku,
npeacTaBfsHOMyo co00il NpsAMOYroibHYI0 ceTKy ymuu. OHH 1O
o4yepequ ‘€TaBiAT Ha HEOCBEIICHHBIH IEPEKPECTOK IPOXKEKTOP,
KOTOPbIA OgBeIIacT BeCh CEBEPO-BOCTOUHBIH Yroi ropojaa (0T HyJs
10 909). TIpemuto O. Bengepa MOMYYUT Ta KOMITaHHs, KOTOPOM Ha
CBOGMs 'X0Jle Hedero Oynmer ocBemars. KTo BBIUTpaeT mpH
HIPaBIIIBHON Urpe?
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37. Ha mocke HamucaHo 4uciio 2. 3a X0 pa3peliaeTcs npuoaBuib K
YUCITY Ha JOCKE JIF000H M3 ero JenTeNeH, MEHBIITNN caMoro JHea.
BrmrpeiBaet TOT, KTO HEPBBIM MOIYYUT YKo, Oombiee 1000000
38. KaxpiM x0110M 13 Jexamux Ha ctosie 50 KoH(peT MOIKHO B3ATH
moboe 4YHCIO, CTPOr0 MEHbBIIE TIOJIOBHHBI, WJIM POBHO ' OAHY
KOH(eTy. BRIMIppIBaeT TOT, KTO B3SUI OCIEIHIOI0 KOHPSTY.
39. 5 sAIMOK pacmojoXKeHbI B psAA. B Kaka0d JEKUT IQ“HMIapuKy. 3a
XOJ pa3pelaeTcs NepesioKUTh BCe MIAPUKU U3 KAKOH=HHOYIb SIMKH B
COCeNHIO crmpaBa AMKy. [IpourpeiBaeT TOT, KTOHE MOXET CHenaTh
X0A (Kor/a Bce MIAPHKH JIEkKAT B CAMOU MTPABOIIMKE).

3.3. Peuenne, yka3zaHue, 0TBeTbI
1. Pemenne. YeTHOCTh pe3yibTaTa HE,3aBHCHUT OT PACCTaHOBKHU
IUTIOCOB M1 MHUHYCOB, & 3aBHUCHT TOJBKO OT “KOJMYECTBA HEUYETHBIX
qrcen B MepBoHaYaIbHOM Habope. Tak Kak B JaHHOM ciydae ux 10
(T.e. YETHOE YHMCIIO), TO BEIMTPHIBAET HEPBHII UTPOK.
2. Pemenue. Ilocie KaXIoro XoIasM KOJMYECTBO BEPTUKAICH H
KOJIMYECTBO TOpPU3OHTAJTCH, Ha ‘KQTOPble MOXXHO IMOCTAaBUTH JaJeH,
ymenbiiaercst Ha 1. [Toatomy, nfpa OyneT mpomoinKaThCsl POBHO 8
xonoB. [locienHuii, BBIMTPBUNIHELIA X0m OyIET CHENaH BTOPHIM
HUTPOKOM.
3. Pemenue. YeTtHocTAwUMEMa eIMHHI Ha OOCKE IOCIE KaXKIOrO
xoza He MeHsieTcsl. [1ockOMbKyY cHavaia eIMHUI ObLIO YETHOE YHCIIO,
TO TOCJIe MOCIEeIHETP, X0Ja Ha JOCKE HE MOXET OCTaBaThbCsi OJHA
(aeuyetHoe uncio!) eaunHnna. [ToaToMy BEIMUTPBIBAET BTOPOH UI'POK.
4. Pemenne. B_rponiecce urpel 00s3aTenbHO OyneT — BBIMKCAH
HanOONBIINIL. 00N nenuTens UCXOAHBIX uncen. ClegoBaTebHoO,
OyayT BHIMMCAHBI M BCE YUCIA, KpPaTHBIE €My, HE HPEBOCXOJSIINE
Oonbuierd M MCxoaHbIX yncen. B namewm cmydae HOJZl pasen 1.
[Toaromy OWyT BbIHcaHbI Bce uncia oT 1 mo 36. Takum oOpazom
urpa ‘Oyner npomoinkarbes 34 xoma (IBa 4YMciIa ObBUTM HaIMCAHBI
cHAHaJ1d), 1 BEIMTPHIBAET BTOPOH UTPOK.
5. Perfienune. B nanHOil urpe BBIMTPHIBAIOMINMN, TOMMYCTUB OIIUOKY,
MQJKET MPOUrpaTh. ITa OMINOKA COCTOUT B TOM, UYTO OH TIOCJIE CBOETO
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XOZIa OCTaBJIIET HE BBIUEPKHYThIE KJIETKU TOJIBKO B OAHOM cToJOL®
WIA TOINBKO B OAHOM CTpOKE, NPEAOCTaBIssl HPOTUBHUKY
BO3MO>KHOCTh BBIUTPAaTh B OAMH XOA. 3aMETHM, YTO OCTaBLLYHOCS
[0CcjIe BBIYEPKUBAHUS TOPU30HTAIM YacTh KJIETHAaTONW NOEKH M'X N
MOJKHO TIPEICTaBUTh cebe Kak mocky (m — 1) X n. AHajorugso,
MOCIC BBIYCPKUBAHUS BEPTUKAIH OCTaeTcs jocka mX (n — 1).
Cutyanus, B KOTOPOH KaXABIH XOJ ABISAETCS «POKOBBIM», TOJIBKO
omHa — 3T0 nmocka 2 X 2. Takum 00pa3oMm, BBWMTPBIBAET UIPOK,
Iocje Xo/a KOTOPOro oHa Bo3HMKIA. OnHako,“mpu LaxIoM Xole
CyMMapHO€ KOJMYECTBO TOPU3OHTANEH W BEepIUKaleld Ha JOCKe
yMmeHbaercs Ha 1. [Io3ToMy 4eTHOCTh 3TQid.CYMMbI B Ha4ajle UTpbl
ompenenseT nodbeaurens. B myHKTe a) BRIMIPBIBAacT MEPBBI UIPOK, B
MyHKTaX 0) ¥ B) — BTOPOH.

6. Pemenue. Peienue 3amaun JIErKO MPOBECTH MPHUMEHSS OCEBYIO
CUMMETpPHUIO. 32 OChb CHMMETPHH “\MOXXHO B35Thb MpAMYIO,
Pa3eNAIoONnIy0 YeTBEPTYI0 U MATYIO“NopU30HTAIH. CHMMETpUIHbBIE
OTHOCHUTEIILHO HEE I0JI1 UMEIOT PA3HBIN IIBET, U, TEM CaMbIM, CJIOH,
MOCTaBJICHHBIN HAa OJTHO W3 HHUX, HE NPEMATCTBYET XOAy Ha JpYyroe.
B 51011 urpe BeIMrphIBacT BTOPOW UIPOK.

7. Pemienne. B 3701 urpe BTOpoii Urpok moOekIaeT Mpu MOMOLIH
CUMMETPUYHOMN CTpaTeri: KaXXIbIM CBOMM XOJIOM OH JIOJDKEH OpaTh
CTOJIbKO K€ KaMHEHs, CKOJIbKO TPEABIAYIIMM XOJO0M B3sJI NEPBHIN
UTPOK, HO U3 APYFOH-KYuku. Takum oOpa3oM, y BTOpOro HIpoKa
Bcerga ectb xon. (CuMMeTpust B 3TOW 3ajade COCTOMT B PaBEHCTBE
qHciIa KAMHEH BeKy4yKax).

8. VYkazanue, BromirpoiBaet BTOpOid. MOXHO WCIONB30BAaTh H
HEHTPaIbHYIQ4 M OCEBYIO CHMMETPHIO.

9. Ykazanue, Boirpeisaer nepsblil. IlepBrlii X0 B IEHTp IOCKH, a
3aTeM # IleHppanbHas CUMMETPHSL.

10. “¥Kazanme. BrmrpeiBaer nmepBblii urpok. lleHTpanbHas
cuMmeTpus. PemarommM cooOpakeHHeM SIBIISIETCS TO, YTO €CIIU JBa
CUMMETPUYHBIX TOJNS HE MOOUTHI, TO MOJS, ¢ KOTOPBIX 00a OHU
OBIOTCS, TAaK)KE HE MOOMTHI.
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11. Yka3zanue. BemrpeiBaet BTopoid. LleHTpaibHast CHMMETpHSI.

12. Yka3anue. BriurpeiBaer nepsbiid. [IepBbIM X0IOM OH CHUMAECT
LHEHTPaJbHYIO IIAIIKY, & TOTOM UIPaeT LUeHTPATbHO-CHMMETPUYHO"
13. Vkasanue. BroiurpeiBaect nepBbiii. IlepBeiM  XOI0M© OH
YpaBHHBAET KOJIMUYECTBO KAMHEH B Ky4JKax, MOCJIE Yero urpactT Kak B
3ajgade 7.

14. Yka3anue. BriarpeiBaer nepBsiid. [IepBeIM X010M\OH, TIPOBOIHUT
XOpay, M0 00€ CTOPOHBI OT KOTOPOH PAaCIONIOKEHONIO 9 BepIIHH.
ITocne »TOro, Ha KaXXIblil X0 BTOPOTO OH OTBEHACT/aHAIOIMYHBIM
XOJIOM IO JPYTYIO CTOPOHY OT 3TON XOPJIBL.

15. Vkazanume. B 000uMX NyHKTax BBIMEPHIBAET BTOPOM HIPOK.
HezaBucnmo ot X012 mepBOro urpoka, BEOPOM MOXKET TOCJIE CBOETO
XO0Aa OCTaBUTh JABE OAMHAKOBBIE IO JUIMH® LEMOYKH JIENIECTKOB.
Jansblie — cuMMeTpHsL.

16. VYka3zanme. a) u 0) — BeWIphBacT BTOpoi. LleHTpanbHas
CUMMETpHUs. B) BrmrpeBaer frepBeiid. IlepBbIM  X0O0M OH
MPOTHIKAET Psifl, COCTOSINUN W3, AICHTPATLHBIX KyOHMKOB YETBIPEX
cinoeB 3x 3. Jlanbiie — HeHTpaIbHast CHMMETPHS.

17. Yxka3zanue. B 310l Hrpe€™NIpPOUTPHIBAET TOT, KTO OTIIOMUT KYCOK
mpuHbl 1. BeiurpeiBa€r 1fepBbiii urpok. IlepBeiM XO0JA0M OH
pasiamMbIBacT MIOKONafky ~Ha 1Ba Kycka Sx5. Jlampme -
CUMMETpHUSI.

18. Yka3anue. BpidbpbiBacT nepBblif. IIepBbIM XOJOM OH CTaBUT
KPECTUK B LEHTPAbHYI0 KJIETKY. 3aTeM MOocie KaXIOoro XoJa
BTOPOTO  UTPOK@yeJICPBBII CTABUT KPECTUK B LEHTPAJIBLHO-
CUMMETPUYHYIO KIETKY.

19. Pemenue. BrurpoiBaer MEPBBI  UTPOK. 3aHyMepyeM
TOPU3OHTAIIIN, BEpTUKAJIM MIAXMAaTHOW JIOCKH B E€CTECTBEHHOM

nopsakes Koopmunatel —moss al—(l,l), oISt h8—(8,8).

BriurpsliHBIMU SIBJISIFOTCSL TTO3UIIMU, B KOTOPBIX KOPOJIb CTOUT Ha
10JI€.6 e THEIMU KoopauHaTtamu. IlepBbiii xox — Ha mone b2 .
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20. VYka3zanume. BprpeiBacT MEpBBId HMIPOK. BBIMIPHIIIHEIMA
SIBJISIFOTCS TIO3UIMM C JABYMSI HEUETHBIMHM Kyukamu. IlepBblii XOH —
ChbecTh Kyuky u3 21 koH(peTs U pa3aenuts Kydky u3 20 KoHPeT Ha
J00bIe JIBE HEUETHbIE KYUKH.

21. VYxka3aume. BrmrpoiBaeT BTOpOH HWIpoK. BBIMIPHIITHEIMH
SIBIIAIOTCA TO3UIMH, B KOTOPBIX MEXIY IIalIKaMu \AaXOINUTCs
KpaTHOE 3 YHCIIO IYCThIX KIETOK.

22. Yka3zanume. BromrpoiBaeT TMeEpBbI HIPOKs BBIMTPHIITHBIMH
SIBIISTIOTCS  TIO3MIIMH, TIPH KOTOPBEIX B KOpOOKe Jocraercs 2™ — 1
CIIMYKA.

23. Pemenue. BpmrpeiBaeT mnepBBId MLPOK. BBMIpHIIIHBIME
SIBJISIFOTCS IIO3ULUY, TIPY KOTOPBIX B MAKEUMAIBHON IO KOJIMYECTBY
KaMHei kyuke ocraetcs 2N —1 kamens, [IepBbIii X014 — HepBYyO U
BTOPYIO KYYKH MOKHO Pa30UTh KaK YrOAHO, a TPEThIO — HA KUKy U3
63 KaMHEH 1 Ky4Ky U3 7 KaMHEH.

24. VYkaszanuwe. B 53Toii urpe/ BbMBPHIBACT TOT, KTO IOJIYYHT
enuanny. lloGexnmaer nepBbld. /BprpblimHeIME  TO3ULUSMUA
SIBJISIFOTCSL HEUETHbIE YHCIIA.

25. Yka3anue. B myHkTe a) BRIUFpbIBacT BTOPOH UIPOK, B IyHKTE 0)
— nepBbli. B 3TOi urpe(BBIMFPHIIIHBIMA SIBJISIOTCS MMO3UIUHU, NPU
KOTOPBIX B K&KAO0H Ky4KeHCUETHOE YHCIIO CIINYEK.

26. Pemenue. llonsgysCh aHanM30oM C KOHLA, MOXXHO IOJyYHTb
PacCTaHOBKY IUTIOCOB)MIHYCOB, ITOKAa3aHHYIO Ha puc.35.
BrmrpeiBaer nepBbliMIPOK, MPUYEM y HETO0 €CTh TPW BapHaHTa
nepBoro xoza: @a-gojs €5, €3, dl.



94

il Rl el el Bl - - T
il Bl Bl el Bl el - -+ 4+ -] -]+
=== ]-|-]4+]- - =-=1-1-]-]-]=
- =|+l-=-1-]-1-1- =] -=]=-1-]-1- k-
+H--1-1-]- - el e o e o e Bl i
===+ -] o e o e e e u s
-l = ={+|=-=-|=-]- F =] =] =] =] | -

puc.35 pra36

27. Pemenue. [lepedopmynupyem 3Ty 3a1a4y HAI3BIKE IAXMATHOM
nocku. IIponyMepyem BepTHKaIu U TOpU30HTaM# IIaXMaTHON JOCKU
yrciaamu oT 0 10 7: BepTUKaIM — CBEPXYsBHH3, a TOPU3OHTAIH —
cripaBa-HasieBO. Kaxx10H MNO3UIIMKM HEXOAHOW WIPhl COMOCTABUM
KJIETKY, HaXOISMIyIOCsS Ha IEepPEeced@HUH TOPH3OHTAIN C HOMEPOM,
PaBHBIM YUCIIy KaMHEH B IEPBON«KYYUKE; U BEPTUKAIM C HOMEPOM,
PaBHBIM YHCIy KaMHEW BO BTQPOM Kyuke. Temepb 3ameTum, 4TO
X0y B NEPBOHAYAIBHOW HIPe, COQIBETCTBYET XOX (ep3si BIpaBo,
BBEPX WJIH IO JIarOHAIIN «BIPABO;BBEPX» Ha MIaXMAaTHOH JTOCKe.
28. Ykazanue. Beiurpoisaer Brpoii Urpok. PaccraHoBka ItocoB 1
MHUHYCOB TIpHBeZIeHa Ha puc 36!
29. Pemenue. [lepedopMyyiupyeM MyHKTHI a) U 0) B TePMHHAX
mraxmMaTtHoW Jocku. Vimpa/a) okaspiBaeTCsl TOXKIECTBEHHOW WIpEe W3
3anaun 19. PaccranoBka IUTHOCOB U

+|+|+ ++ |+ + + ¥ |+ + +| MuHyCOB B myHKTE 0) Takas e,
el il e o Sl el Kak B myHKTe a) (cMm puc.34). B
- e M- -+

o N B B B g o B 000X  TYHKTax  BBIUTPBIBAET
- - - -+ +-[-|+| UepBHIi UTPOK.

- - -~ N- -t - -+ 30. VYkasanume. BrmrpsiBaer
nliad) A A o ekl el ol el el nepBblii. PaccTaHoBKa MIIIOCOB U
SR ATE - - -

oY o ¥ o4 MuHYCOB nocie
++ - - [+]-]-+--|+| nepedhopmyIHpOBKH B TEpPMHHAX
bt - - - -+ - -+

N - - -+ [-[-[+]-]- [+
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KJIETYATOM JOCKH TIO0Ka3aHa Ha puc. 37.

31. VYkazanme. [nrocaMu ¥ MUHycaMd YAOOHO MOMETHTH MHCHA.
[TmrocoM okasbiBaloTCsl MOMEUYEHBI yucia, Aensdmuecs Ha 10, Takum
00pa3oM, BEIMTPHIBAET BTOPOU UTPOK.

32. Ykazanuwe. AHamu3upys C KOHIIA, HAaXOJUM BBIUTPBIIIHBIC
mo3uru. O10 uucna oT 56 molll u ot 4 mo 6. Takvm' oOpazowm,
BBIUTPHIBACT TIEPBBIA UTPOK (€r0 IEPBBINA X0 — B 4, 5 WIm6).

33. VYkazanue. AHamM3Hpys C KOHIA, HAaXOJUMWBBHIUTPHIITHBIC
nmosunuu: 500, 250, 125, 62, 31, 15, 7, 3. BedTpBBacT NmepBhIid
UTPOK.

34. ¥Yka3zaHme. AHaMM3WpPys C KOHIA, HAXOJIWUM BBIMTPHIIIHEIC
MO3UIMH. DTO YHUCIa, Aensimuecs Ha 3. BEIMRPIBaeT NepBHIi UTPOK.
IlepBBIM XOA0OM OH MOJKET, HAIIpUMEP, BBIYECTSH 1, 4, 16.

35. Pemenme. IlycTh y HOJMKOB €CTB“BBIMIPBIIIHAS CTPATErHs.
Torpa 3TOM cTparerueil MOryT ¢ PEM\JKE, YCIEXOM BOCIOJIb30BATHCS
KPECTHKH, WTHOPUpPYS CBOW HayanbHbId 3Hak. (Korma kpectukam
MIPUXOIUTHCS XOIUTh HA TOJE, RI€ KPECTUK YK€ CTOUT, OHH XOMISIT
KyZa YyTOJIHO.)

36. Pemenne. Camblii CeBEPO-BOCTOYHBINA KBapTajl ropoaa OyaeT
ocBelleH B 00oM ciydde ndcie mepsoro xoma. Jomyctum, y B
€CTh BBIUTPHIINIHAS CTPaTerrs. Torma y Hee €cTh BBIMTPHIIIHBIA
otBeT Ha X014 A4 o0Crosmmil B OCBELIEHHH TOJBKO CEBEPO-
BOCTOYHOTO KBapTafid~HO ¢ 3TOrO0 e X01a MOXKET HauaTh Urpy A u
3aTEM  BOCIIOJIB30BalbCid  BBIMTPHILIHON cTpareruei B!
[MpoTrBOpeunet3HaunT, BHIMTPHIIIHAS CTPATErUs eCTh y A.

37. Pemenne™(ITepenaya xona). [lepBbiii HTPOK HAIMUIIET YHUCIO 3,
BTOpOoi —, um¢jo 4. Jlanee mepBbI MOXET HamucaTh 4ucio 6, a
MOXKET HADUCATh YHCIIO 5, U TOTIa BTOPOW HamwmmieT gyucio 6. Ilocme
HAMUCAHMS 9UCiia 6 BRIMTPBIIIHAS CTPATETHS €CTh MO0 Y XOSIIETO,
00 _y ‘erd mpoTuBHUKA. Tak Kak MepBbId UTPOK TOCIEC HAMMCAHUS
YHCIIan6 MOXKET 1O CBOEMY JKENAaHUIO OKa3aThCsl M XOMSIIUM, H
EPOIUBHUKOM XOJIAIIEIO, OH MOKET BOCIIOJIB30BATHCSI BEIUTPHIIIHOMN



96

crparerueii. Takum o0Opa3oM, MBI HE ITOKa3aJIH, KaK UMEHHO JOJGKCH
WUrpaTh MEPBBII UTPOK, HO AOKA3alIH, YTO Y HETO €CTh BBIMIPBIIIHASL
CTpaTerHs.

38. Pemienne. Bropoii BeIMIphIBacT IpH 4ncie KoHbpeT 244, 16; 32,
64,..., IOCKOJIbBKY W3 HE CTENEHU ABOWKH BCETJa MOYHO MOJY4HTh
CTeleHb ABOMKH, a M3 CTCNEHH ABOUKH (KpoMe YUCla/2) MOKHO
MOJYYHTh TOJBKO HE CTeneHb IBoWku. Utak, mpu \SO, KoHpeTax
BBIUTPBIBAET HEPBBII.

39. Pemenue. BemirpeiBaer Bropoil. Ecim mepBpil mepekinaapiBaet
13 BTOPOH IMKH B TPETHIO, TO BTOPOI MEPEKIIAABIBACT U3 YETBEPTOU
B ITYI0, M HaoOopoT. lanee BTOpoil BhIMIpEIBacT Beerna. Ecmu xe
IIEPBBII NEPEKIIAIBIBACT U3 IEPBOM SIMKHU BO BIOPYIO, TO BTOPOMl — U3
TpeTheil B UeTBEpTYI0, U HAaoOOpoT. Jlanee, Bropoil mepekiaasiBacT
HIAPUKH TOJBKO U3 YETHBIX IMOK.
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	Настоящее пособие рекомендуется учащимся старших классов, студентам 1 и 2 курсов, готовящихся к участию в олимпиадах, а также преподавателям физико-математических классов.
	Решение. Так как  𝑚=3𝑘+1, а 𝑛=3𝑙+2, то
	𝑚+𝑛=3𝑘+3𝑙=3∙(𝑘+𝑙+1).
	Пример 3.  Дано число ,2-1995.. Найдите:
	а) последнюю цифру этого числа, б) остаток от деления на 7.
	Решение. а) Представим исходное число в виде
	,2-1995.=,2-4∙498+3.=,16-498.∙8.
	Поскольку 16 в любой натуральной степени оканчивается на 6, а 6∙8=48, последняя цифра числа ,2-1995. равна 8.
	б) Рассмотрим остатки степеней двойки от деления на 7:
	 ,2-1.  при делении на 7 дает остаток 2,
	 ,2-2.  при делении на 7 дает остаток 4,
	 ,2-3.  при делении на 7 дает остаток 1.
	Эти остатки повторяются с периодом  𝑇=3. Так как
	1995=3∙665, то ,2-1995. при делении на 7 дает остаток 1.
	Пример 4. Докажите, что натуральное число
	𝑎=,,𝑎-𝑛.,𝑎-𝑛−1.…,𝑎-1.,𝑎-0..=,𝑎-𝑛.∙,10-𝑛.+,𝑎-𝑛−1.∙,10-𝑛−1.+.…+,𝑎-1.∙10+,𝑎-0.
	делится на 11 тогда и только тогда, когда на 11 делится сумма
	𝑠=,𝑎-0.−,𝑎-1.+,𝑎-2.+.…+,,−1.-𝑛−1.,𝑎-𝑛−1.+,,−1.-𝑛.,𝑎-𝑛.,
	т.е. сумма цифр этого числа, взятых с чередующимися знаками.
	Доказательство. Остаток от деления на 11 чисел ,10-2𝑘., где 𝑘∊ , равен 1, так как ,10-2𝑘.=,,99…99.+1-2𝑘 цифр ., а остаток от деления на 11 чисел ,10-2𝑘+1., где  𝑘=0,1,2,…, равен −1, так как  10=11−1,  ,10-2𝑘+1.=,10-2𝑘.,11−1.,  а остаток от дел...
	Итак, остаток от деления на 11 числа 𝑎 равен  𝑠.
	Пример 5. Докажите, что число ,𝑎=𝑛-3.+17𝑛 делится на 6 при любом натуральном числе 𝑛.
	Доказательство. Натуральное число делится на 6 тогда и только тогда, когда на 6 делится число 𝑎+6𝑘, где 𝑘 – целое число. В частности, число 𝑎 делится на 6, если число
	𝑏=𝑎−18𝑛=,𝑛-3.−𝑛 делится на 6. Но 𝑏=,𝑛-3.−𝑛=,𝑛−1.∙
	∙𝑛∙,𝑛+1. – произведение трех последовательных натуральных чисел, из которых одно делится на 3 и по крайней мере одно делится на 2. Поэтому число 𝑏 делится на 6, откуда следует, что число 𝑎 также делится на 6.
	Пример 6. Найдите последнюю цифру числа 𝑎=,432-283.
	Решение. Последняя цифра у числа 𝑎 такая же, как и у числа  ,2-283.. Выпишем последовательные степени двойки:
	,2-1.=2,  ,2-2.=4,  ,2-3.=8,  ,2-4.=16,  ,2-5.=32,  ,2-6.=64  и т.д.
	Отсюда следует, что последние цифры этих чисел повторяются через 4. Поэтому последняя цифра у числа ,2-𝑘. такая же, как у числа ,2-𝑝., где  𝑝 – одно из чисел 1, 2, 3, 4, а разность 𝑘−𝑝 кратна четырем. Так как 283=280+3, где 280 делится на 4, то п...
	Пример 7. Докажите, что существует бесконечно много простых чисел.
	Доказательство. Предположим противное. Пусть  ,𝑝-1., , 𝑝-2., …,  ,𝑝-𝑛. – все простые числа.
	Рассмотрим число ,𝑝-1.,∙ 𝑝-2.∙…∙ ,𝑝-𝑛.+1. Это число не делится ни на одно из чисел  ,𝑝-1., , 𝑝-2., …,  ,𝑝-𝑛. и, следовательно, не может быть разложено в произведение простых. Противоречие.
	Пример 8. Доказать, что при любом натуральном 𝑛 число ,4-𝑛.+15𝑛−1  делится на 9.
	Доказательство. 1). При 𝑛=1 имеем ,4-1.+15∙1−1=18⋮9   – верно.
	2). Пусть при 𝑛=𝑘  выполняется условие делимости
	,4-𝑘.+15𝑘−1⋮9  . Докажем, что  и при 𝑛=𝑘+1  оно также будет выполняться, т.е. ,4-𝑘+1.+15,𝑘+1.−1⋮9. Действительно, ,4-𝑘+1.+15,𝑘+1.−1=4,,4-𝑘.+15𝑘−1.−45𝑘+18.
	Здесь первое слагаемое делится на 9 по предположению индукции, и оставшаяся группа −45𝑘+18, очевидно, также кратна 9. Поэтому  число  ,4-𝑘+1.+15,𝑘+1.−1 делится на 9, что и требовалось доказать.
	3). Из пунктов 1 и 2 вытекает, что утверждение верно при всех  𝑛.
	Пример 9. Найдите все такие 𝑎∊ℕ, что  ,2𝑎+1-𝑎−2.  – целое число.
	Решение.  Если число  ,2𝑎+1-𝑎−2.  целое, то это равносильно тому, что  ,2𝑎+1.⋮,𝑎−2.. Тогда и разность этих чисел тоже будет делиться на  𝑎−2:   ,2𝑎+1.−,𝑎−2.⋮𝑎−2,
	𝑎+3⋮𝑎−2.  Но и разность этих чисел тоже должна делиться на  𝑎−2:   ,𝑎+3.−,𝑎−2.⋮𝑎−2,  5⋮𝑎−2. Значит, 𝑎−2  – делитель  числа 5.  Но у 5 не так много делителей – это  1, 5, −1, −5.
	Переберем все случаи:
	1) 𝑎−2=1. Тогда 𝑎=3,  а наша дробь
	,2𝑎+1-𝑎−2.=,6+1-3−2.=7∊ℤ.  Значение   𝑎=3 подходит.
	2) 𝑎−2=−1. Тогда 𝑎=1,  а наша дробь
	,2𝑎+1-𝑎−2.=,2+1-1−2.=−3∊ℤ.  Значение   𝑎=1 подходит.
	3) 𝑎−2=5. Тогда 𝑎=7,  а наша дробь
	,2𝑎+1-𝑎−2.=,14+1-7−2.=3∊ℤ.  Значение   𝑎=7 подходит.
	4) 𝑎−2=−5. Тогда 𝑎=−3  – не натуральное.
	Этот случай не подходит.
	Ответ.   ,2𝑎+1-𝑎−2.∊ℤ только при 𝑎=1, 3, 7.
	Пример 10. Натуральные числа 𝑚 и 𝑛 таковы, что и   ,𝑚-3.+𝑛, и  ,𝑚-3.+𝑚 делятся на  ,𝑚-2.+,𝑛-2..   Найдите 𝑚 и 𝑛.
	Решение.  Заметим, что если  ,,𝑚-3.+𝑚.⋮,,𝑚-2.+,𝑛-2.. и  ,,,𝑚-3.+𝑛.⋮(𝑚-2.+,𝑛-2.), то ,,,𝑚-3.+𝑚.−,,𝑚-3.+𝑛.⋮(𝑚-2.+,𝑛-2.),  т.е.  ,,𝑛−𝑚.⋮(𝑚-2.+,𝑛-2.) .  Будем считать, что 𝑛≥𝑚 (иначе будем
	рассматривать дальше  𝑚−𝑛 вместо 𝑛−𝑚). Отсюда либо ,𝑛−𝑚≥𝑚-2.+,𝑛-2., чего, очевидно, не  бывает, либо 𝑛−𝑚=0, значит, 𝑛=𝑚. Тогда можно считать, что нам дано следующее: ,𝑚-3.+𝑚⋮,2𝑚-2.. Заметим, что ,𝑚-3.⋮,𝑚-2., значит, и 𝑚 должно делить...
	Ответ.  𝑚=𝑛=1 .
	1.2.  Задачи для самостоятельного решения
	1. Докажите, что если число 𝑎∊  не делится на 5, то число ,𝑎-4.−1  делится на 5.
	2. Сформулируйте и докажите признак делимости на 7 для четырехзначных чисел.
	3. Целые числа 𝑛, 𝑚, 𝑘 не делятся нацело на 3. Докажите, что число  ,𝑛-6.+,𝑚-4.+,𝑘-2. делится на 3.
	4. Доказать, что натуральное число, десятичная запись которого состоит из  243 единиц, делится на 243.
	5. Докажите, что  ,𝑛-3.+2𝑛 делится на 3 для любого натурального 𝑛.
	6. Докажите, что ,𝑛-5.+4𝑛 делится на 5 при любом натуральном 𝑛.
	7. Докажите, что ,𝑛-3.+2 не делится на 9 ни при каком натуральном 𝑛.
	8. a) Докажите, что ,𝑝-2.−1 делится на 24, если  𝑝 – простое число и  𝑝>3.
	б) Докажите, что ,𝑝-2.−,𝑞-2. делится на 24, если  𝑝 и  𝑞  – простые числа, большие 3.
	9. Пусть 𝑎 и 𝑏 – натуральные числа, причем число ,𝑎-2.+,𝑏-2. делится на 21.  Докажите, что оно делится и на 441.
	10. Пусть 𝑎, 𝑏, 𝑐  – натуральные числа, причем  𝑎+𝑏+𝑐  делится на 6.  Докажите, что ,𝑎-3.+,𝑏-3.+,𝑐-3.  тоже делится на 6.
	11. Найдите последнюю цифру числа ,2-50.
	12. а) 𝑝, 𝑝+10, 𝑝+14 – простые числа. Найдите  𝑝.
	б) 𝑝, 2𝑝+1, 4𝑝+1  – простые числа. Найдите  𝑝.
	13. 𝑝 и  8,𝑝-2.+1  – простые числа. Найдите  𝑝.
	14. Докажите, что не существует натуральных чисел 𝑎 и 𝑏 таких, что  ,𝑎-2.−3,𝑏-2.=8.
	15. а) Может ли сумма квадратов двух нечетных чисел быть квадратом целого числа?
	б) Может ли сумма квадратов трех нечетных чисел быть квадратом целого числа?
	16. Докажите, что сумма квадратов пяти последовательных натуральных чисел не является точным квадратом.
	17. Докажите, что число 100…00500…001 (в каждой из двух групп по 100 нулей) не является кубом целого числа.
	18. Докажите, что ,𝑎-3.+,𝑏-3.+4 не является кубом целого числа ни при каких натуральных  𝑎 и  𝑏.
	19. Пусть 𝑥, 𝑦, 𝑧  – натуральные числа, причем ,𝑥-2.+,𝑦-2.=,𝑧-2.. Докажите, что  𝑥𝑦  делится на 12.
	20. Докажите, что если ,𝑛−1.!+1 делится на 𝑛, то 𝑛 – простое число.
	21. Найдите все такие простые числа 𝑝, для которых 14,𝑝-2.+1  – тоже  простое.
	22. Докажите, что для любого натурального 𝑛 ,𝑛≥3. произведение всех простых чисел, не превосходящих 𝑛, больше 𝑛.
	23. Пусть 𝑛=,𝑝-1-,𝛼-1..,𝑝-2-,𝛼-2..…,𝑝-𝑘-,𝛼-𝑘.., где ,𝑝-𝑖. – простые числа, причем  ,𝑝-1.<,𝑝-2.<.…<,𝑝-𝑘. .  Докажите, что число делителей 𝑛 равно  𝑑,𝑛.=,,𝛼-1.+1.,,𝛼-2.+1.…,,𝛼-𝑘.+1..
	24. Докажите, что существует бесконечно много простых чисел вида  3𝑘+2.
	25. Найдите все такие 𝑎∊ℤ, что  ,,𝑎-2.+𝑎−1.⋮,𝑎−2..
	26. При каких 𝑛∊ℤ  выражение  ,3𝑛+2-𝑛−1.  является целым числом?
	27. Докажите, что дробь   ,,𝑛-2.−𝑛+1-,𝑛-2.+1.  несократима ни при каком  𝑛.
	28. При каких натуральных  𝑛 число  ,𝑛-4.+4 простое?
	29. Является ли полным квадратом число 𝑀=,,11…1.−-2𝑛 цифр .,,22…2.-𝑛 цифр.?
	30. Шестизначное число начинается с цифры 2. Если эту цифру перенести на последнее место, то полученное число будет втрое больше первоначального. Найдите первоначальное число.
	31. Покажите, что каждое число последовательности 49, 4489, 44448889,4444488889, … является полным квадратом.
	32. Докажите, что число ,10-1999.−1999 делится на 9
	33. Найдите все числа вида ,34𝑋5𝑌. такие, чтобы они делились без остатка на 36.
	34. Существуют ли целые числа 𝑚 и  𝑛, удовлетворяющие уравнению  ,𝑚-2.+1998=,𝑛-2.?
	35. Пусть остаток от деления натурального числа 𝑚 на 7 равен 3. Найдите остаток от деления на 7 числа ,3𝑚-2.+5𝑚+1.
	36. Целые числа 𝑛, 𝑚, 𝑘 не делятся нацело на 3. Докажите, что число ,𝑛-6.+,𝑚-4.+,𝑘-2. делится на 3.
	37. Докажите, что если 𝑝 и 8,𝑝-2.+1 – простые  числа, то 8,𝑝-2.−1  – тоже простое число.
	38. Докажите, что ни при каком натуральном 𝑛 число ,3-𝑛.+2∙,17-𝑛. не является квадратом натурального числа.
	39. Найдите последнюю цифру числа ,5432-1998.
	40. Установите, является ли число ,𝑛-4.+64  (𝑛∊ℤ)  простым или составным
	41. Установите, является простым или составным  число ,𝑛-3.−6,𝑛-2.+12𝑛+117  (𝑛∊ℤ).
	42. Найдите все простые числа вида      ,𝑛,𝑛+1.-2.−1,   𝑛∊ℕ.
	43. Докажите, что для всех простых чисел 𝑝 число ,𝑝-4.+4 – составное.
	44. Докажите, что произведение четырех последовательных целых чисел в сумме с 1 дает полный квадрат.
	45. Докажите, что для любого натурального 𝑛,  𝑛≥2, число ,𝑛-𝑛−1.−1  делится нацело на  ,,𝑛−1.-2..
	46. Докажите, что число  𝑀=,,11…1.-2𝑛.−,,22…2.-𝑛.   при любом натуральном 𝑛 является полным квадратом.
	47. Найдите сумму 𝑛 первых членов ряда   7+77+777+...
	48. Найдите две последние  цифры числа
	,1-3.+,2-3.+,3-3.+...+,98-3.+,99-3..
	49. Докажите, что ,𝑎-𝑛.+,𝑏-𝑛. делится на 𝑎+𝑏, если 𝑛 – нечетное число.
	1. Решение. Пусть  𝑟 – остаток от деления 𝑎 на 5. Так как 𝑎 не делится на 5, то  𝑎=5𝑘+𝑟, где 𝑘∊ , 𝑟 – одно из чисел 1, 2, 3, 4. Из равенства ,𝑎-4.=,,5𝑘+𝑟.-4.=5𝑝+,𝑟-4., где  𝑝∊ , следует, что остаток от деления  ,𝑎-4. на 5 равен остатку ...
	2. Решение. Выведем требуемый признак делимости. Пусть ,𝑎𝑏𝑐𝑑. – произвольное четырехзначное число. Представим его в виде  ,𝑎𝑏𝑐𝑑.=1000∙𝑎+100∙𝑏+10∙𝑐+𝑑 .
	Далее, представим каждое из слагаемых (за исключением последнего) в виде суммы числа, кратного 7, и некоторого ненулевого остатка:
	1000∙𝑎+100∙𝑏+10∙𝑐+𝑑=
	=,994+6.∙𝑎+,98+2.∙𝑏+,7+3.∙𝑐+𝑑=
	=,994𝑎+98𝑏+7𝑐.+,6𝑎+2𝑏+3𝑐+𝑑..
	Здесь каждое из чисел  994𝑎,  98𝑏,  7𝑐, очевидно, делится на 7.
	Теперь можно сформулировать искомый признак: «Четырехзначное число ,𝑎𝑏𝑐𝑑. делится нацело на 7 тогда и только тогда, когда выражение  ,6𝑎+2𝑏+3𝑐+𝑑. кратно 7».
	3. Доказательство. Если 𝑛  не делится нацело на 3, то возможны два случая: 𝑛=3𝑙+1 и  𝑛=3𝑙+2. В первом случае  ,𝑛-2.=,,3𝑙+1.-2.  – делится на 3 с остатком 1, а значит, ,𝑛-2𝑝.,  𝑝∊  ,   также   делится  на  3  с остатком  1.  Аналогично  во  в...
	4. Доказательство. Заметим, что 243=,3-5.. Докажем по индукции более общее утверждение, что натуральное число, десятичная запись которого состоит из ,3-𝑛. единиц, делится на ,3-𝑛..
	1. При 𝑛=1  утверждение верно ( 111 делится на 3).
	2. Пусть при некотором произвольном 𝑛=𝑘 ,𝑘>1. число, записанное единицами в количестве ,3-𝑘., делится на ,3-𝑘.. Докажем, что тогда число, записанное ,3-𝑘+1. единицами, будет делиться на ,3-𝑘+1.. Действительно, 111111111=111∙1001001  и вообще
	,,1…1.-,3-𝑘+1..=,,1…1.-,3-𝑘..∙,1,0…0.1-,3-𝑘.−1.,,0…0.1-,3-𝑘.−1., причем первый из двух сомножителей справа делится, по предположению индукции, на ,3-𝑘., а второй множитель делится на 3 (по признаку делимости на  3). Это обосновывает индуктивный п...
	5. Решение. Число 𝑛 может давать при делении на 3 один из трех остатков: 0, 1, 2. Рассмотрим три случая.
	Если 𝑛  дает остаток  0, то и ,𝑛-3. и 2𝑛  делятся на 3 и поэтому ,𝑛-3.+2𝑛  также делится на 3.
	Если  𝑛  дает остаток 1, то ,𝑛-3. дает остаток 1, 2𝑛 – остаток  2, а 1+2 делится на 3.
	Если 𝑛 дает остаток 2, то ,𝑛-2. дает остаток 1, ,𝑛-3. – остаток 2, 2𝑛 – остаток 1, а 2+1 делится на 3.   Требуемое доказано.
	6. Указание. Переберите остатки от деления на 5.
	7. Указание. Переберите остатки от деления на 9.
	8. Указание. Докажите, что указанные числа делятся и на 3 и на 8.
	9. Указание.  Проверьте, что и  𝑎 и 𝑏 делятся и на 3 и на 7.
	10. Указание. Проверьте, что числа  ,𝑥-3. и 𝑥 имеют одинаковые остатки от деление на 6.
	11. Решение. Выпишем последние цифры нескольких начальных степеней двойки:2, 4, 8, 6, 2, …. Мы видим, что ,2-5. так же, как и ,2-1., оканчивается на 2. Поскольку очередная цифра полностью определяется последней цифрой предыдущей степени, то произойдет...
	12. Указание. Рассмотрите остатки от деления на 3.Ответ. Одно из этих чисел делится на 3. а) 𝑝=3; б)  𝑝=3.
	13. Ответ. 𝑝=3.
	14. Указание. Рассмотрите остатки по модулю 3.
	15. Указание. Проверьте, что остаток квадрата нечетного числа от деления на 4 равен 1, а остаток квадрата четного числа – 0.
	16. Указание. Проверьте, что остаток квадрата нечетного числа от деления на 4 равен 1, а остаток квадрата четного числа – 0.
	17. Указание. Это число дает остаток 7 от деления на 9.
	18. Указание. Выясните, какой остаток может давать число ,𝑎-3.+,𝑏-3.+4  от деления на 9.
	19. Указание. Если ни одно из чисел 𝑥, 𝑦 не делится на 3, то ,𝑧-2. дает остаток 2 при делении на 3, что невозможно. Заметьте теперь, что квадрат нечетного числа при делении на 8 дает остаток 1, квадрат четного числа, не делящегося на 4,  – остаток ...
	20. Указание. Если 𝑛 – составное число ,𝑛>4., то ,𝑛−1.!  делится  на  𝑛.
	21. Ответ. 𝑝=3 . Если 𝑝≠3, число  14,𝑝-2.+1  делится на 3.
	22. Указание. Если произведение 𝑃 всех простых чисел, не превосходящих 𝑛, не больше 𝑛, то  𝑃−1<𝑛 не делится ни на одно простое число 𝑝<𝑛.
	23. Указание. Всякий делитель числа  𝑛  имеет вид   ,𝑝-1-,𝛾-1..,𝑝-2-,𝛾-2..…,𝑝-𝑘-,𝛾-𝑘.., где  0≤,𝛾-𝑖.≤,𝛼-𝑖. ,𝑖=1,…,𝑘. и однозначно определяется набором  чисел ,,𝛾-1.,,𝛾-2.,.…,,𝛾-𝑘... Количество таких наборов равно   ,,𝛼-1.+1.,,𝛼-2....
	24. Указание. Предположим, что имеется конечное множество простых чисел вида 3𝑘+2, ,𝑝-1.=2  и  ,𝑝-1.,…,,𝑝-𝑛.. Рассмотрите число  ,3𝑝-2.…,𝑝-𝑛.+2.
	25. Решение.  Заметим, что число ,𝑎-2.+𝑎−6⋮𝑎−2, так как ,𝑎-2.+𝑎−6=(𝑎−2)(𝑎+3).
	Тогда, если ,,𝑎-2.+𝑎−1.⋮,𝑎−2.  и ,,𝑎-2.+𝑎−6.⋮,𝑎−2., то и ,,𝑎-2.+𝑎−1.−,,𝑎-2.+𝑎−6.⋮,𝑎−2., т.е. 5⋮,𝑎−2..
	Переберем все возможные значения  𝑎−2   – делители 5:
	1) 𝑎−2=1. Тогда  𝑎=3,  и  ,𝑎-2.+𝑎−1=9+3−1=11,
	а  𝑎−2=1, и тогда 11⋮1, значит,  𝑎=3 нам подходит.
	2) 𝑎−2=−1. Тогда 𝑎=1, и  ,𝑎-2.+𝑎−1=1+1−1=1,
	а  𝑎−2=−1, и тогда 1⋮−1, значит, 𝑎=1 нам подходит.
	3) 𝑎−2=5. Тогда 𝑎=7, и  ,𝑎-2.+𝑎−1=49+7−1=55,
	а  𝑎−2=5, и тогда  55⋮5, значит, 𝑎=7 подходит.
	4)  𝑎−2=−5. Тогда 𝑎=−3, и оно не натуральное, этот
	случай не подходит.
	Ответ.   𝑎=1, 3, 7.
	26. Решение. Так как  ,3𝑛+2-𝑛−1.=,3𝑛−3+5-𝑛−1.=3+ ,5-𝑛−1., то исходное число будет целым, только если целым будет число  ,5-𝑛−1., что возможно при  𝑛−1∊,±5,±1..
	Ответ. 𝑛=−4;0;2;6.
	27. Решение. Преобразуем исходную дробь
	,,𝑛-2.−𝑛+1-,𝑛-2.+1.=1−,𝑛-,𝑛-2.+1..
	Если сократима дробь ,,𝑛-2.−𝑛+1-,𝑛-2.+1. , то сократима дробь  ,𝑛-,𝑛-2.+1..  Если сократима дробь ,𝑛-,𝑛-2.+1., то сократима дробь  ,,𝑛-2.+1-𝑛.=𝑛+,1-𝑛.  и сократима дробь  ,1-𝑛., что неверно. Следовательно, исходная дробь несократима.
	28. Решение. Так как
	,𝑛-4.+4=,𝑛-4.+4,𝑛-2.+4,−4𝑛-2.=,,,𝑛-2.+4.-2.−,4𝑛-2.=
	=,,𝑛-2.+2𝑛+2.,,𝑛-4.−2𝑛+2., то  ,𝑛-4.+4 – простое число, только если  ,𝑛-2.+2𝑛+2=1  или  ,𝑛-2.−2𝑛+2=1. Первое уравнение решений  в натуральных числах не имеет. Решением второго уравнения является 𝑛=1, в этом случае выражение  ,𝑛-4.+4 равно 5...
	29. Решение. Так как ,,11…1.=,,10-𝑛.−1-9.-𝑛 цифр ., то
	𝑀=,,10-2𝑛.−1-9.−2∙,,10-𝑛.−1-9.=,,10-𝑛.−2∙,10-𝑛.+1-9.=,,,,10-𝑛.−1-3..-2..
	Так как  ,10-𝑛.−1 делится нацело на 3, то исходное число является полным квадратом. Ответ. Да.
	30. Решение. Обозначим первоначальное число ,2𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒.. Тогда в результате перестановки первой цифры в конец числа получится новое число ,𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒2.. По условию задачи имеем уравнение 3∙,,2𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒..=,𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒2..
	Преобразуем числа к виду ,2𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒.=200000+,𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒., ,𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒2.=,𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒.∙10+2 и введём новую неизвестную
	𝑛=,𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒.. Тогда уравнение примет вид
	3∙,200000+𝑛.=10𝑛+2.
	Решим уравнение, найдем  𝑛=85714. Ответ: 285714.
	31. Решение. Обозначим ,𝑎-𝑛.=,,44…4.-𝑛.,,88…8.9-𝑛−1. – 𝑛 - й   член данной числовой последовательности. Воспользовавшись представлением
	(𝑛=,,𝑎-𝑘.,𝑎-𝑘−1.…,𝑎-1.,𝑎-0..=,𝑎-𝑘.∙,10-𝑘.+,𝑎-𝑘−1.,∙10-𝑘−1.+...+,𝑎-1.∙,10-1.+,𝑎-0.), преобразуем ,𝑎-𝑛.:
	,𝑎-𝑛.=,4∙,10-2𝑛−1.+4∙,10-2𝑛−2.+ … +4∙,10-𝑛..+
	+,8∙,10-𝑛−1.+8∙,10-𝑛−2.+ … +8∙10.+9=
	=4,,10-𝑛.+,10-𝑛+1.+ … +,10-2𝑛−1..+8,10+,10-2.+ … +,+10-𝑛−1..+9.
	Выражения в скобках являются суммами геометрических прогрессий. Используя формулу для суммы первых 𝑛 членов геометрической прогрессии ,,𝑏-𝑛.. со знаменателем 𝑞, а именно ,𝑆-𝑛.=,𝑏-1.,,𝑞-𝑛.−1-𝑞−1., упрощаем эти выражения. Итак,
	,𝑎-𝑛.=4∙,10-𝑛.∙,,10-𝑛.−1-10−1.+8∙10∙,,10-𝑛−1.−1-10−1.+9=
	=,4-9.,,10-2𝑛.−,10-𝑛..+,8-9.,,10-𝑛.−10.+,81-9.=
	=,1-9.,4∙,10-2𝑛.+4∙,10-𝑛.+1.=,,,2∙,10-𝑛.+1-3..-2..
	Поскольку число 2∙,10-𝑛.+1  делится нацело на 3 (по признаку делимости на  3), то задача решена.
	32. Решение.  Преобразуем число к виду
	,10-1999.−1999=,,10-1999.−1.−1998=,,99…9.-1999.−1998.
	Каждое из двух слагаемых делится нацело на 9 по признаку делимости на 9. Следовательно, их разность также кратна 9, что и требовалось доказать.
	33. Решение. Поскольку 36=4∙9, то воспользуемся признаками делимости на  4 и 9.  Начнем с признака делимости на 4 (он использует только одну из двух неизвестных цифр). Число ,34𝑋5𝑌. кратно 4 тогда и только тогда, когда двузначное число ,5𝑌. делится...
	1) Если 𝑌=2, то число ,34𝑋52. должно делиться нацело на
	9, т.е. сумма всех цифр данного числа  3+4+𝑋+5+2=14+𝑋  должна быть кратна 9. Это возможно лишь при  𝑋=4. Имеем  число 34452.
	2) Если   𝑌=6, то число   ,34𝑋56.  кратно 9     ⇔
	⇔3+4+𝑋+5+6=18+𝑋  кратно 9, т.е.  𝑋=0   или  𝑋=9. Таким образом, нашли еще два числа:  34056  и  34956.
	Ответ. 34452,  34056  и  34956.
	34. Решение. Преобразуем уравнение к виду 1998=,𝑛-2.−,𝑚-2. ⇔1998=(𝑛+𝑚)(𝑛−𝑚).  Так как ,𝑛+𝑚.  и ,𝑛−𝑚.  – всегда числа одинаковой четности, то их проведение (𝑛+𝑚)(𝑛−𝑚) либо нечетно (что невозможно, так как 1998 – четное число), либо кратно...
	35. Решение. Из условия следует, что число  𝑚  имеет вид: 𝑚=7𝑘+3.  Тогда
	,3𝑚-2.+5𝑚+1=3,,7𝑘+3.-2.+5,7𝑘+3.+1=
	=7,21,𝑘-2.+23𝑘+6.+1.
	Таким образом, остаток от деления числа ,3𝑚-2.+5𝑚+1 на 7  равен 1.
	36. Доказательство. Если 𝑛 не делится 3, то возможны два случая:   𝑛=3𝑙+1  и   𝑛=3𝑙+2.  В первом  случае
	,𝑛-2.=,,3𝑙+1.-2. – делится на 3 с остатком 1, а значит, ,𝑛-2𝑝.,𝑝∊ℕ также делится на 3 с остатком 1. Аналогично во втором случае: ,𝑛-2.=,,3𝑙+2.-2. делится на 3 с остатком 1  ⇒ ,𝑛-2𝑝. делится на 3 с остатком 1. Таким образом, если целое число ...
	37. Доказательство. Если 𝑝 не делится на 3, то остаток от деления ,𝑝-2. на 3 равен 1. Но тогда 8,𝑝-2.+1  делилось бы на 3, что противоречит условию. Следовательно, 𝑝⋮3   ⇒  𝑝=3, тогда действительно  8,𝑝-2.+1=73   – простое число, и при этом  8,...
	38. Решение.  Выясним, на какую цифру может оканчиваться число  ,3-𝑛.+2∙,17-𝑛.. Сделаем это последовательно. Сначала оценим последнюю цифру числа  ,3-𝑛.:
	,3-1.  оканчивается на 3,
	,3-2.  оканчивается на 9,
	,3-3.   оканчивается на 7,
	,3-4.  оканчивается на  1,…,
	Далее эта последовательность последних цифр 3, 9, 7, 1, 3, 9, 7, 1,… циклически повторяется. Оценим теперь последние цифры чисел ,17-𝑛.  и  2∙,17-𝑛.:
	,17-1.  оканчивается на  7   ⇒    2∙,17-1. оканчивается на  4,
	,17-2.  оканчивается на  9   ⇒    2∙,17-2. оканчивается на  8,
	,17-3.  оканчивается на  3  ⇒    2∙,17-3. оканчивается на  6,
	,17-4.  оканчивается на  1  ⇒    2∙,17-4. оканчивается на  2,…,
	далее последовательность последних цифр  4, 8, 6, 2,…, также циклически повторяется. Суммируя, получаем, что
	,3-1.+2∙,17-1.  оканчивается на  7,
	,3-2.+2∙,17-2.  оканчивается на  7,
	,3-3.+2∙,17-3.  оканчивается на  3,
	,3-4.+2∙,17-4.  оканчивается на  3,…,
	и далее эта последовательность последних цифр выражения ,3-𝑛.+2∙,17-𝑛.  опять – таки  циклически (с периодом 4) повторяется.
	Таким образом, методом анализа последней цифры удалось установить, что при любых натуральных 𝑛 число ,3-4.+2∙,17-4. может оканчиваться только на цифры 3 или 7. Но квадрат никакого натурального числа этими цифрами не оканчивается  (квадрат натуральног...
	39. Решение. Решим сначала более простую задачу, а именно найдем последнюю цифру числа ,2-1998.. Выясним, на какие цифры может оканчиваться натуральная степень числа 2:
	,2-1.→2,  ,2-2.→4,  ,2-3.→8,  ,2-4.→6,  ,2-5.→2,…
	Очевидно, что при дальнейшем увеличении показателя степени последовательность последних цифр  2, 4, 8, 6, 2, 4, 8, 6,…  будет циклически повторяться. Представим число 1998  в виде: 1998=4∙499+2.  Имеем: ,2-1998.=,2-4∙499+2.=,,,2-4..-499.∙4 .  Заметим,...
	40. Решение.  Очевидно, достаточно ограничиться рассмотрением случая натуральных  𝑛 (при целых отрицательных  𝑛 результат будет аналогичен, а при  𝑛=0 число будет составным). Чтобы дать ответ на этот вопрос, попробуем разложить данное число на множ...
	,𝑛-4.+64=,,𝑛-4.+16,𝑛-2.+64.−16,𝑛-2.=,,,𝑛-2.+8.-2.−,,4𝑛.-2.=
	=,,𝑛-2.+4𝑛+8.,,𝑛-2.−4𝑛+8..
	Заметим, что ∀ 𝑛∊ℕ каждый из двух сомножителей строго больше единицы. Это означает, что исходное число составное.
	41. Решение. Преобразуем данное выражение, выделив в нем полный куб разности
	,𝑛-3.−6,𝑛-2.+12𝑛+117=,,𝑛-3.−6,𝑛-2.+12𝑛−8.+125=
	=,,𝑛−2.-3.+,5-3.
	Теперь разложим на множители по формуле суммы кубов:
	,,𝑛−2.-3.+,5-3.=,𝑛+3.,,,𝑛−2.-2.−5,𝑛−2.+,5-2..=
	=,𝑛+3.,,𝑛-2.−9𝑛+39.
	Очевидно, что при натуральных 𝑛 оба сомножителя в этом произведении целочисленные и больше единицы. Это означает, что исследуемое число является составным.
	42. Решение. Обозначим    ,𝑎-𝑛.=,𝑛,𝑛+1.-2.−1=,,𝑛−1.,𝑛+2.-2..
	1) Если 𝑛=2𝑘  ,𝑘∊ℕ., то ,𝑎-2𝑘.=,,2𝑘−1.,2𝑘+2.-2.=
	=,2𝑘−1.,𝑘+1..
	При натуральных 𝑘 оба сомножителя натуральны, причём второй сомножитель больше 1, поэтому  ,𝑎-2𝑘.  может быть простым числом, только если 2𝑘−1=1, т.е. при 𝑘=1, тогда ,𝑎-2.=2.
	2) Если 𝑛=2𝑘−1  ,𝑘∊ℕ., то имеем
	,𝑎-2𝑘−1.=,,2𝑘−2.,2𝑘+1.-2.=,𝑘−1.,2𝑘+1..
	При 𝑘=1 имеем ,𝑎-1.=0 – не является ни простым,  ни составным числом. При  𝑘>2 оба сомножителя целочисленные и больше 1 и, значит, число будет составным. Только при 𝑘=2 получаем простое число  ,𝑎-3.=5. Ответ: таких чисел два:  2  и  5.
	43. Решение. 1-й способ. Разложим исследуемое число на множители:
	,𝑝-4.+4=,,,𝑝-2.+2 .-2.−,,2𝑝.-2.=,,𝑝-2.+2𝑝+2.,,𝑝-2.−2𝑝+2.
	Так как при простых 𝑝 оба сомножителя больше единицы, но тем самым необходимое утверждение доказано.
	2-й способ. Покажем, что если 𝑝≠5𝑘,  𝑘∊ℕ, то ,𝑝-4. при  делении на 5 дает остаток 1:
	1) 𝑝=5𝑘+1 ⇒, 𝑝-4.=,,5𝑘+1.-4.   –  остаток равен 1;
	2) 𝑝=5𝑘+2 ⇒ ,𝑝-4.=,,5𝑘+2.-4.  – остаток  равен 1;
	3) 𝑝=5𝑘+3 ⇒ ,𝑝-4.=,,5𝑘+3.-4.  – остаток равен 1;
	4) 𝑝=5𝑘+4 ⇒ ,𝑝-4.=,,5𝑘+4.-4.  – остаток равен  1.
	Тогда число ,𝑝-4.+4  делится нацело на 5, а значит, является составным. Если же  𝑝=5𝑘, то  𝑝=5 ⇒ ,𝑝-4.+4=629=37∙17   – составное.
	44. Решение. По условию, требуется доказать, что выражение
	𝑛,𝑛+1.,𝑛+2.,𝑛+3.+1
	является  квадратом целого числа. Сгруппируем  сомножители следующим образом: ,𝑛,𝑛+3..,,𝑛+1.,𝑛+2..+1 , и положим  𝑦=,𝑛-2.+3𝑛. Тогда
	,𝑛,𝑛+3..,,𝑛+1.,𝑛+2..+1=𝑦,𝑦+2.+1=,,𝑦+1.-2.
	Выполняя обратную подстановку, приходим к ответу.
	Ответ:  𝑛,𝑛+1.,𝑛+2.,𝑛+3.+1=,,,𝑛-2.+3𝑛+1.-2..
	45. Доказательство. Обозначим 𝑚=𝑛−1  ,𝑚∊ℕ.. Требуется доказать, что для любого натурального 𝑚 число ,,𝑚+1.-𝑚.−1 делится нацело на ,𝑚-2.. Воспользуемся формулой сокращенного умножения
	,𝑎-𝑛.−,𝑏-𝑛.=,𝑎−𝑏.,,𝑎-𝑛−1.+,𝑎-𝑛−2.𝑏+...+𝑎,𝑏-𝑛−2.+,𝑏-𝑛−1.. , тогда
	,,𝑚+1.-𝑚.−1=,,𝑚+1.−1.∙
	∙,,,𝑚+1.-𝑚−1.+,,𝑚+1.-𝑚−2.+...+,𝑚+1.+1.
	Первый из двух сомножителей делится на  𝑚. Покажем, что и второй сомножитель кратен  𝑚. Действительно, во вторых скобках стоит сумма 𝑚  чисел, делящихся на 𝑚 с остатком 1. При сложении таких чисел остатки складываются, поэтому их сумма будет делит...
	46. Решение. Так как число ,,11…1.-2𝑛. представимо в виде
	,,11…1.-2𝑛.=,1-9.∙,,99…9.-2𝑛., а число ,,22…2.-𝑛., соответственно, в виде ,,22…2.-𝑛.=,2-9.∙,,99…9.-𝑛., то, подставляя в 𝑀 и учитывая формулу ,,99…9.-𝑛.=,10-𝑛.−1, получим:
	𝑀=,,11…1.-2𝑛.−,,22…2.-𝑛.=,1-9.∙,,99…9.-2𝑛.−,2-9.∙,,99…9.-𝑛.=
	=,1-9.∙,,,10-2𝑛.−1.−2,,10-𝑛.−1..=,1-9.,,,10-𝑛.−1.-2.=,,,,,99...9.-𝑛.-3..-2.=
	=,,,,33…3.-𝑛..-2.,  т.е. 𝑀  при  любом  𝑛∊ℕ  является квадратом целого числа ,,33…3.-𝑛..
	47. Решение. Обозначим ,𝑎-𝑘.=,,77…7.-𝑘.  – 𝑘-й член данного ряда. Требуется найти сумму
	,𝑘=1-𝑛-,𝑎-𝑘.=,𝑘=1-𝑛-,,77…7.-𝑘.=..,𝑘=1-𝑛-,7-9.∙,,,99…9.-𝑘...
	Воспользовавшись формулами преобразований ,,99…9.-𝑘.=,10-𝑘.−1, а также
	,𝑘=1-𝑛-,,𝑎-𝑘.±,𝑏-𝑘..=.,𝑘=1-𝑛-,𝑎-𝑘..±,𝑘=1-𝑛-,𝑏-𝑘.. ,   ,𝑘=1-𝑛-,𝑝∙,𝑎-𝑘..=𝑝∙,𝑘=1-𝑛-,𝑎-𝑘...
	получаем, что
	,𝑘=1-𝑛-,𝑎-𝑘..=,𝑘=1-𝑛-,7-9.∙,,10-𝑘.−1.=.,7-9.∙,𝑘=1-𝑛-,,10-𝑘.−1.=.
	=,7-9.,,𝑘=1-𝑛-,10-𝑘..−,𝑘=1-𝑛-1..=,7-9.,,10+,10-2.+...+,10-𝑛..−𝑛.
	Применяя, далее, формулу для нахождения суммы первых 𝑛 членов геометрической прогрессии, упрощаем выражение во внутренних скобках:
	,𝑘=1-𝑛-,𝑎-𝑘..=,7-9.,10∙,,10-𝑛.−1-10−1.−𝑛.=,7-9.,,10-9.∙,,99…9.-𝑛.−𝑛.=
	=,7-9.,10∙,,11…1.-𝑛.−𝑛.=,7-9.,,,11…10.-𝑛.−𝑛.
	48. Решение. Сгруппируем  вместе первое слагаемое с последним, второе – с  предпоследним и т.д..:
	,1-3.+,2-3.+,3-3.+...+,98-3.+,99-3.=
	=,,1-3.+,99-3..+,,2-3.+,98-3..+...+,,49-3.+,51-3..+,50-3.
	Воспользуемся формулой суммы кубов и преобразуем с её помощью каждое выражений в скобках:
	,,1-3.+,99-3..+,,2-3.+,98-3..+...+,,49-3.+,51-3..+,50-3.=
	=,1+99.,,1-2.−1∙99+,99-2..+,2+98.,,2-2.−2∙98+,98-2..+...+
	+,49+51.,,49-2.−49∙51+,51-2..+,50-3.=100,,1-2.−1∙99+,99-2..+
	+100,,2-2.−2∙98+,98-2..+...+100,,49-2.−49∙51+,51-2..+,5-3.∙1000
	Очевидно, что каждое слагаемое, а значит, их сумма оканчивается двумя нулями.
	49. Указание.            ,𝑎-𝑛.+,𝑏-𝑛.=(𝑎+𝑏),,𝑎-𝑛−1.−,𝑎-𝑛−2.𝑏+...+,,−1.-𝑛−1.,𝑏-𝑛−1..
	1.4. Сравнения по модулю
	Если два целых числа 𝑎 и 𝑏 при делении на натуральное число 𝑛 дают один и тот же остаток 𝑞, где 0≤𝑞<𝑛, то числа 𝑎 и 𝑏 называют сравнимыми по модулю 𝑛. Это обозначают следующим образом  𝑎≡𝑏(mod 𝑛) и читают: « 𝑎 равно 𝑏 по модулю  𝑛».
	Операция сравнения обладает следующими свойствами.
	1. Два числа, сравнимые с третьим по одному и тому же
	модулю, сравнимы между собой (по этому же модулю):
	𝑎≡𝑐,mod 𝑛.,  𝑏≡𝑐,mod 𝑛. ⇒ 𝑎≡𝑏,mod 𝑛..
	2. Сравнения по одному модулю можно складывать:
	𝑎≡𝑏,mod 𝑛.,  𝑐≡𝑑,mod 𝑛. ⇒ 𝑎+𝑐≡𝑏+𝑑,mod 𝑛..
	Остаток суммы нескольких чисел по модулю  𝑛 равен сумме остатков слагаемых по модулю 𝑛. То есть, проще говоря, при сложении чисел их остатки (от деления на одно и то же число 𝑛) также складываются.
	3. Сравнения по одному модулю можно почленно
	перемножать:
	𝑎≡𝑏,mod 𝑛.,  𝑐≡𝑑,mod 𝑛. ⇒ 𝑎∙𝑐≡𝑏∙𝑑,mod 𝑛.
	Остаток произведения нескольких чисел по модулю 𝑛 равен произведению остатков сомножителей по модулю 𝑛. Т.е., проще говоря, при перемножении чисел их остатки (от деления на одно и то же число 𝑛) также перемножаются.
	4. Обе части сравнения и модуль можно умножить на одно
	и то же целое число:
	𝑎≡𝑏,mod 𝑛. ⇒ 𝑎𝑘≡𝑏𝑘,mod 𝑛𝑘.
	Пример 11. Докажите, что ,𝑛-2.+1  не делится на 3 ни при каком целом 𝑛.
	Решение. Ясно, что каждое целое число 𝑛 сравнимо по модулю 3 либо с 0, либо с 1, либо с 2.
	Если 𝑛≡0(mod 3), то ,𝑛-2.≡0(mod 3) – (умножение сравнений) и ,𝑛-2.+1≡1,mod 3. – (сложение сравнений).
	Если 𝑛≡1(mod 3), то ,𝑛-2.+1≡2,mod 3..
	Если 𝑛≡2(mod 3), то ,𝑛-2.+1≡2,mod 3..
	Таким образом, ни в одном случае мы не получим
	,𝑛-2.+1≡0,mod 3..
	Пример 12. Найдите остаток от деления ,6-100. на 7.
	Решение. Заметим, что 6≡−1(mod 7). Возводя это сравнение в сотую степень, получаем ,6-100.≡,,−1.-100.(mod 7), то есть ,6-100.≡1(mod 7).
	Пример 13. Докажите, что ни одно из чисел вида ,10-3𝑛+1. нельзя представить  в виде суммы двух кубов натуральных чисел
	Решение. Куб натурального числа сравним по модулю  7  либо с 0, либо с 1, либо с −1. Поэтому сумма двух кубов сравнима с одним из следующих чисел: −2, −1, 0, 1, 2. Заметим, что 10≡3(mod 7), а ,10-3.≡−1(mod 7). Поэтому ,10-3𝑛+1. сравнимо либо с 3, либ...
	Пример 14. Докажите, что ,11-𝑛+2.+,12-2𝑛+1. делится на 133 при любом натуральном 𝑛.
	Решение.
	,11-𝑛+2.+,12-2𝑛+1.=121∙,11-𝑛.+12∙,12-2𝑛.=
	=133∙,11-𝑛.,−12∙11-𝑛.+12∙,12-2𝑛.≡
	≡12,,12-2𝑛.−,11-𝑛..=12,,144-𝑛.−,11-𝑛..≡0(mod 133)
	Пользуясь свойствами сравнений, можно получить универсальный критерий делимости (сравнимости) многозначных чисел.
	Признак Паскаля. Пусть ,𝑟-1. – остаток от деления 10 на натуральное число 𝑚,  ,𝑟-2. – остаток от деления на 𝑚 произведения 10,𝑟-1. и так далее, ,𝑟-𝑛. – остаток от деления на 𝑚 произведения 10,𝑟-𝑛−1.. Тогда для натурального числа 𝑎 с д...
	Действительно, из определения чисел ,𝑟-𝑘. и свойств сравнений следует, что
	,𝑟-1.≡10,mod 𝑚.,  ,𝑟-2.≡,10𝑟-1.,mod 𝑚.≡,10-2.,mod 𝑚., и вообще ,𝑟-𝑘.≡,10-𝑘.,mod 𝑚.,   𝑘=1,…,𝑛 . Отсюда, складывая сравнения, получаем
	𝑎=,𝑎-0.+10,𝑎-1.+...+,10-𝑛.,𝑎-𝑛.≡,𝑎-0.+,𝑟-1.,𝑎-1.+...+,𝑟-𝑛.,𝑎-𝑛.(mod 𝑚) .
	Пример 15. Найти остаток от деления на 7 числа 48916.
	Решение. Вычислим ,𝑟-𝑘. для применения признака Паскаля:
	10≡3,mod 7.,  3∙10≡3∙3≡2,mod 7.,
	2∙10≡2∙3≡6(mod 7), 6∙10≡6∙3≡4(mod 7).
	Таким образом, нужные остатки суть 3, 2, 6, 4. Для удобства подсчета заменим 6  и  4  на −1≡6(mod 7) и −3≡4(mod 7)  соответственно. Итак,
	48916≡6+3+2∙9−1∙8−3∙4=7≡0(mod 7) .
	Ответ. 48916 делится на 7.
	Этот абзац посвящен замечательному и глубокому теоретико-числовому факту, который был сформулирован и доказан Пьером Ферма. Однако сначала рассмотрим  вопрос о сокращении сравнений.
	Лемма 1. Пусть 𝑘𝑎≡𝑘𝑏(mod 𝑚), 𝑘 и 𝑚 – взаимно просты. Тогда 𝑎≡𝑏(mod 𝑚).
	Доказательство. Поскольку 𝑘𝑎≡𝑘𝑏(mod 𝑚), то 𝑘𝑎−𝑘𝑏=𝑘(𝑎−𝑏) делится на 𝑚. Так как 𝑘 и 𝑚 взаимно простые, то  𝑎−𝑏 делится на 𝑚, т.е. 𝑎≡𝑏(mod 𝑚).
	На примерах легко убедиться, что требование взаимной простоты 𝑘 и 𝑚 необходимо. Действительно,
	5∙3≡5∙7(mod 10),  но при этом 3 и 7 не сравнимы  (mod 10).
	Однако верно следующее утверждение:
	Лемма 2. Пусть  𝑘𝑎≡𝑘𝑏(mod 𝑘𝑛). Тогда  𝑎≡𝑏(mod 𝑛).
	Теперь рассмотрим малую теорему Ферма.
	Теорема. Пусть 𝑝 – простое число, и 𝐴 не делится  на  𝑝. Тогда  ,𝐴-𝑝−1.≡1(mod 𝑝) .
	Доказательство. Рассмотрим 𝑝−1  число:
	𝐴,2𝐴 , 3𝐴,…,,𝑝−1.𝐴.
	Покажем, что среди них нет двух чисел, имеющих одинаковые остатки при делении на 𝑝.  Действительно, если
	𝑘𝐴≡𝑛𝐴(mod 𝑝), то 𝑘≡𝑛(mod 𝑝)  (см лемму 1), – а это невозможно при разных натуральных 𝑘 и 𝑛, меньших 𝑝. Следовательно, среди остатков при делении на 𝑝  этих   𝑝−1
	чисел встречающихся ровно по одному разу все числа от 1 до 𝑝−1. Поэтому, перемножив все числа, получим
	𝐴∙2𝐴∙3𝐴…,𝑝−1.𝐴≡1∙2∙3…(𝑝−1)(mod 𝑝) , то есть , (𝑝−1)!∙,𝐴-𝑝−1.≡(𝑝−1)!(mod 𝑝) . Так как 𝑝 – простое  число, то (𝑝−1)! и 𝑝 – взаимно простые. Поэтому, вновь воспользовавшись результатом леммы 1, получим
	,𝐴-𝑝−1.≡1(mod 𝑝), что и требовалось доказать.
	Пример 16. Найти остаток от деления ,3-102. на 101.
	Решение. Так как 101 – простое число, то ,3-100.≡1,mod 101.. Отсюда  ,3-102.≡9∙,3-100.=9(mod 101)
	1.5.  Задачи для самостоятельного решения
	50. Докажите, что ,30-99.+,61-100. делится на 31.
	51. Докажите, что ,1-𝑛.+,2-𝑛.+...+,,𝑛−1.-𝑛. делится на 𝑛 при нечетном 𝑛.
	52. Докажите, что существует бесконечно много натуральных чисел, не представимых в виде суммы трех точных кубов.
	53. Докажите, что 4,3-101.+,23-101. делится на 66.
	54. Докажите, что среди 51 целого числа найдутся два, квадраты которых дают одинаковые остатки при делении на 100.
	55. Докажите, что ,,𝑎-1.,𝑎-2.,𝑎-3.…,𝑎-𝑛−1.,𝑎-𝑛..=,,𝑎-𝑛−1.,𝑎-𝑛..(mod 4).
	56. Найдите наименьшее натуральное число, делящееся на 36, в записи которого встречаются все 10 цифр.
	57. Докажите, что  ,,𝑎-1.,𝑎-2.…,𝑎-𝑛..≡,𝑎-𝑛.−,𝑎-𝑛−1.+...+,,−1.-𝑛−1.,𝑎-1.(mod 11).
	58. Докажите, что число 111…11 (2𝑛 единиц) – составное.
	59. Докажите, что число ,,𝑎-1.,𝑎-2.…,𝑎-𝑛.,𝑎-𝑛.,…𝑎-2.,𝑎-1.. – составное.
	60. Сумма цифр трехзначного числа равна 7. Докажите, что это число делится на 7 тогда и только тогда, когда две его последние цифры равны.
	61. Найти остаток от деления ,2-100. на 101
	62. Докажите, что ,300-3000.−1 делится на 1001.
	63. Докажите, что ,7-120.−1 делится на  143.
	64. Докажите, что число ,30-239.+2,39-30.  – составное.
	65. Пусть  𝑝 – простое число. Докажите, что
	,,𝑎+𝑏.-𝑝.=,𝑎-𝑝.+,𝑏-𝑝.(mod 𝑝)  для любых целых 𝑎 и 𝑏.
	66. Сумма трех чисел 𝑎,𝑏 и с делится на 30. Докажите, что  ,𝑎-5.+,𝑏-5.+,𝑐-5. также делится на 30.
	67. Пусть 𝑝 и 𝑞 – различные простые числа. Докажите, что ,𝑝-𝑞.+,𝑞-𝑝.=𝑝+𝑞(mod 𝑝𝑞).
	68. Пусть 𝑝 – простое число. Докажите, что
	,𝑝−1.!≡−1(mod 𝑝)
	69. Пусть 𝑛 – натуральное число, не кратное 17. Докажите, что либо ,𝑛-8.+1, либо  ,𝑛-8.−1 делится на 17.
	70. Докажите, что
	а) если ,𝑎-4.+,𝑏-4.+,𝑐-4.+,𝑑-4.  делится на 5, то каждое из чисел 𝑎,𝑏,𝑐,𝑑 делится на 5;
	б) если ,𝑎-2.+,𝑏-2.  делится на 7, то 𝑎 и 𝑏  делятся на 7;
	в) если ,𝑎-3.+,𝑏-3.+,𝑐-3.  делится на 7, то и 𝑎𝑏𝑐 делится на  7.
	71. Докажите, что число ,5-2𝑛+1.+,3-𝑛+2.∙,2-𝑛−1.  при любом натуральном 𝑛 делится на 19.
	72. При каких натуральных 𝑛 число ,2-2𝑛+1.−3∙,7-𝑛.+,5-𝑛+1.∙,6-𝑛.  делится на 23?
	73. Докажите, что число ,11-19.+,11-8.+1  делится на 133.
	74. Докажите, что ,𝑚-2.+1  ни при каких целых 𝑚 не делится на 19.
	75. Найти остаток от деления  ,5-20. на 24.
	76. Докажите, что при любом натуральном 𝑛 число
	,37-𝑛+2.+,16-𝑛+1.+,23-𝑛. делится на 7.
	77. Докажите, что ,5-5𝑘+1.+,4-5𝑚+2.+,3-5𝑛. делится на 11, если 𝑘,𝑚,𝑛  – натуральные числа.
	78. Докажите, что при любых целых  𝑎 и  𝑏 и целом неотрицательном  𝑛  число ,,7𝑎+3.-2𝑛+1.+,,7𝑏+25.-2𝑛+1. делится на 7.
	50. Решение.
	,30-99.≡,,−1.-99.≡−1(mod 31), , 61-100.≡,,−1.-100.≡1(mod 31).
	51. Указание: Рассмотрите сумму симметричных слагаемых.
	52. Указание: Рассмотрите числа вида 8𝑘+7
	54. Указание: Используйте тождество ,𝑥-2.−,𝑦-2.=,𝑥−𝑦.,𝑥+𝑦.
	55. Указание: все степени десяти, начиная со 100, делятся на 4.
	56. Ответ. 1023457896.
	57. Указание: 10≡−1,mod 11..
	58. Указание. Это число делится на 11.
	59. Указание. Это число делится на 11.
	60. Решение.
	,𝑎𝑏𝑐.=100𝑎+10𝑏+𝑐≡2𝑎+3𝑏+𝑐(mod 7)≡𝑏−𝑐(mod 7), так как 2,𝑎+𝑏+𝑐.≡0(mod 7). Значит, ,𝑎𝑏𝑐. делится на 7 тогда и только тогда, когда 𝑏−𝑐 делится на 7. Но так как 𝑏,𝑐<7, то это условие равносильно тому, что 𝑏=𝑐.
	61. Ответ. Вследствие малой теоремы Ферма, он равен 1.
	62. Решение. ,300-3000.=,,,300-500..-6.≡1(mod 7). Аналогично, ,300-3000.≡1(mod 11) и (mod 13). Следовательно, ,300-3000.−1  делится  и на 7, и на 11, и на 13, т.е. на  1001 .
	63. Решение.  Докажем, что ,7-120.−1  делится на 11 и на 13. Действительно,  ,,,7-12..-10.≡1(mod 11)  и   ,,,7-10..-12.≡1(mod 13).
	64. Ответ. Это число делится на 31.
	65. Решение. ,,𝑎+𝑏.-𝑝.≡,𝑎+𝑏.=𝑎+𝑏≡,𝑎-𝑝.+,𝑏-𝑝.(mod 𝑝).
	66. Указание. Докажите, что для произвольного целого 𝑥 верно сравнение  ,𝑥-5.≡𝑥,mod 30..
	67. Указание. Докажите, что ,𝑝-𝑞.+,𝑞-𝑝.−𝑝−𝑞  делится  и на 𝑝, и на 𝑞.
	69. Указание. ,,𝑛-8.+1.,,𝑛-8.−1.=,𝑛-16.−1≡0(mod 17).
	70. Указание:  Рассмотрите степени остатков по соответствующим модулям. Например, если 𝑎  не делится на 5, то ,𝑎-4.≡1(mod 5).
	71. Решение.
	,5-2𝑛+1.+,3-𝑛+2.∙,2-𝑛−1.≡5∙,6-𝑛.+27∙,6-𝑛−1.≡57∙,6-𝑛−1.(mod 19).
	72. Решение.  При  𝑛=11+22𝑙.
	,2-2𝑛+1.−3∙,7-𝑛.+,5-𝑛+1.∙,6-𝑛.≡2,,4-𝑛.+,7-𝑛..(mod 23)
	73. Решение. ,11-3.=1331≡1(mod 133) . Поэтому
	,11-19.≡11(mod 133), ,11-8.≡,11-6.∙,11-2.,≡11-2.(mod 133)  и   ,11-19.+,11-8.+1≡0(mod 133)
	74. Указание: Рассмотрите остатки  чисел ,1-2.,,2-2., …,,18-2.  при делении на 19.
	75. Решение. Имеем ,5-2.≡1(mod 24). Возведя обе части этого сравнения в десятую степень, получаем ,5-20.≡1(mod 24). Таким образом, искомый остаток есть 1.
	76. Решение. Так как
	37=7∙5+2,  16=7∙2+2,  23=7∙3+2,  37≡2,mod 7.,
	16≡2,mod 7.,  23≡2,mod 7.. Возвышая обе части каждого из этих сравнений в степень, получим ,37-𝑛+2.≡,2-𝑛+2.,mod 7.,  ,16-𝑛+1.≡,2-𝑛+1.,mod 7.,  ,23-𝑛.≡,2-𝑛.,mod 7..
	Сложив эти сравнения, получим
	,37-𝑛+2.+,16-𝑛+1.+,23-𝑛.≡,2-𝑛.∙7,mod 7.,т.е. ,37-𝑛+2.+,16-𝑛+1.+,23-𝑛. делится на 7.
	77. Решение. Так как
	,5-5.=3125=11∙284+1,  ,4-5.=1024=11∙93+1,
	,3-5.=243=11∙22+1,  то
	,,,5-5.      ≡1,mod 11.,  -,5-5𝑘.     ≡1,mod 11.,  -,5-5𝑘+1.≡5,mod 11. -..,,,4-5.        ≡1,mod 11.,-,4-5𝑚.      ≡1,mod 11.,-,4-5𝑚+2. ≡,4-2.,mod 11.,-,4-5𝑚+2.≡5,mod 11.  ..,,,3-5.≡1,mod 11.,-,3-5𝑛.≡1,mod 11.--..
	Сложив сравнения ,5-5𝑘+1.≡5,mod 11., ,4-5𝑚+2.≡5,mod 11., ,3-5𝑛.≡1,mod 11., получим ,5-5𝑘+1.+ ,4-5𝑚+2.+ ,3-5𝑛.≡11,mod 11., или
	,5-5𝑘+1.+ ,4-5𝑚+2.+ ,3-5𝑛.≡0,mod 11., т.е. ,5-5𝑘+1.+ ,4-5𝑚+2.+ ,3-5𝑛.  делится на 11.
	78. Решение. Так как
	7𝑎+3≡3,mod 7.,  7𝑏+25≡−3,mod 7. , то возводя обе части каждого из этих сравнений в нечетную степень 2𝑛+1, имеем
	,,7𝑎+3.-2𝑛+1.≡,3-2𝑛+1.,mod 7.,  ,,7𝑏+25.-2𝑛+1.≡,−3-2𝑛+1.,mod 7..
	Сложив эти сравнения, получим
	,,7𝑎+3.-2𝑛+1.+,,7𝑏+25.-2𝑛+1.≡0,mod 7.;  следовательно, ,,7𝑎+3.-2𝑛+1.+,,7𝑏+25.-2𝑛+1. делится на 7.
	1.7. Наибольший общий делитель, наименьшее общее кратное, их свойства
	Наибольшим общим делителем (НОД) двух чисел называется наибольшее число, на которое делится каждое из чисел. Наименьшим  общим кратным (НОК) двух чисел называется наименьшее число, которое делится на каждое из этих чисел.
	Для любых натуральных 𝑎,𝑏,𝑐,𝑑 справедливы следующие свойства:
	1. НОД,𝑎,𝑏.∙НОК,𝑎,𝑏.=𝑎𝑏.
	2. Если НОД,𝑎,𝑏.=𝑛, то найдутся такие натуральные
	числа 𝑐,𝑑, что 𝑎=𝑐𝑛, 𝑏=𝑑𝑛, причем НОД,𝑐,𝑑.=1.
	3. Если НОД,𝑎,𝑏.=1, то ∀𝑛,𝑘∊ℕ  НОД,,𝑎-𝑛.,,𝑏-𝑘..=1.
	4. Если  𝑎⋮𝑏, то НОД,𝑎,𝑏.=𝑏, НОК,𝑎,𝑏.=𝑎.
	5. Общий множитель можно выносить из-под знаков НОД
	и НОК:  НОД,𝑎𝑐,𝑏𝑐.=𝑐∙НОД,𝑎,𝑏., НОК,𝑎𝑐,𝑏𝑐.=𝑐∙НОК,𝑎,𝑏..
	6. Два (три) последовательных натуральных числа взаимно
	просты: НОД,𝑎,𝑎+1.=1, НОД,𝑎,𝑎+1,𝑎+2.=1.
	7. Пошаговое (последовательное) вычисление  НОД и
	НОК:   НОД,𝑎,𝑏,𝑐.=НОД,НОД,𝑎,𝑏.,𝑐.,
	НОК,𝑎,𝑏,𝑐.=НОК,НОК,𝑎,𝑏.,𝑐..
	8. Если 𝑏>𝑎, то НОД,𝑎,𝑏.=НОД,𝑎,𝑏−𝑎..
	Чтобы найти НОД и НОК, достаточно выписать разложения чисел на простые множители и взять их «пересечение» (т.е. каждый простой множитель берется в меньшей из степеней) и «объединение» (соответственно, в большей).
	Однако в случае больших чисел удобнее использовать алгоритм Евклида. Он основан на следующих утверждениях:
	1. НОД,𝑎,𝑏.=НОД,𝑎±𝑏,𝑏. .
	Выполнив деление с остатком 𝑎 на 𝑏, получим 𝑎=𝑏,𝑞-0.+,𝑟-1.
	2. НОД,𝑎,𝑏.=НОД,𝑏,,𝑟-1..
	Суть алгоритма Евклида состоит   в следующем. Пусть 𝑎,𝑏 – целые числа, 𝑎≥𝑏>0, требуется найти НОД,𝑎,𝑏.. Выполнив деление с остатком 𝑎 на 𝑏, получим равенство 𝑎=𝑏,𝑞-0.+,𝑟-1..  Если ,𝑟-1.≠0, то выполнив деление с остатком  𝑏 на ,𝑟-1....
	𝑎=𝑏,𝑞-0.+,𝑟-1.,  𝑏=,𝑟-1.,𝑞-1.+,𝑟-2.,  ,𝑟-1.=,𝑟-2.,𝑞-2.+,𝑟-3., …
	,𝑟-𝑛−2.=,𝑟-𝑛−1.,𝑞-𝑛−1.+,𝑟-𝑛. ,  ,𝑟-𝑛−1.=,𝑟-𝑛.,𝑞-𝑛. ,
	где 𝑏>,𝑟-1.>,𝑟-2.>,𝑟-3.>...>,𝑟-𝑛.>0. Из утверждения 2 последний ненулевой остаток ,𝑟-𝑛. является НОД,𝑎,𝑏..
	Покажем, как он работает для конкретных чисел.
	Найдем наибольший общий делитель чисел 1381955 и  690713:
	НОД,1381955, 690713.=НОД,690713, 529.=
	=НОД, 529, 368.= НОД, 368, 161.= НОД,161, 46.=
	= НОД, 46, 23.= НОД, 23, 0.=23.
	Пример 17. Найдите наибольший общий делитель чисел  2𝑛+13 и  𝑛+7.
	Решение.
	НОД,2𝑛+13, 𝑛+7.=НОД,𝑛+7, 𝑛+6.=НОД,𝑛+6, 1.=1.
	Пример 18. Докажите, что дробь ,12𝑛+1-30𝑛+2.  – несократима ни при каком натуральном 𝑛.
	Решение.
	НОД,30𝑛+2, 12𝑛+1.=НОД,12𝑛+1,  𝑛6.=НОД,𝑛6,  1.=1.
	Пример 19. Докажите, что числа  1111111  и  1111  взаимно просты.
	Решение. Применим алгоритм Евклида
	НОД,1111111, 1111.=НОД,1111, 111.=НОД,111, 1.=
	=НОД,1,0.=1.
	Значит,  НОД,1111111, 1111.=1.
	Пример 20. Найдите  НОД,,2-30.−1, ,2-40.−1..
	Решение. Заметим, что разность двух чисел делится на их НОД.
	Тогда ,2-40.−1−,,2-30.−1.⋮НОД,,2-40.−1, ,2-30.−1.,
	,2-30.(,2-10.−1)⋮НОД,,2-40.−1, ,2-30.−1.. Число ,2-30., очевидно, взаимно просто с нашими числами (оба они нечетные), следовательно, ,2-10.−1⋮НОД,,2-40.−1, ,2-30.−1.. Заметим, что НОД этих чисел тоже делится на  ,2-10.−1, так как
	,2-40.−1=,,2-20.−1)( ,2-20.+1.=
	=,,2-10.−1)( ,2-10.+1.( ,2-20.+1)⋮,2-10.−1,
	,2-30.−1=,,2-10.−1.( ,2-20.+,2-10.+1)⋮,2-10.−1.
	Значит, НОД этих чисел и есть в точности ,2-10.−1=1023.
	Ответ. 1023.
	Пример 21. Найдите наибольший общий делитель всех чисел вида ,𝑝-2.−1, где 𝑝 – простое число, большее 3, но меньшее 2012.
	Решение. Заметим, что ,𝑝-2.−1  делится на 3 при любом 𝑝, не делящемся на 3 (квадрат по модулю 3 дает остаток 1∙1 либо остаток 2∙2, что по модулю 3 одно и то же). Значит, наши числа все будут делиться на 3. Заметим также, что они все будут делиться н...
	Ответ. 24.
	1.8. Задачи для самостоятельного решения
	79. Найдите НОД,,2-100.−1, ,2-120.−1..
	80. Найдите НОД,111…111, 11…11. – в записи первого числа 100  единиц, в записи второго –  60.
	81. Найдите такие натуральные числа 𝑎  и 𝑏, что НОД,𝑎, 𝑏.=3, НОК,𝑎, 𝑏.=630, и при этом сумма 𝑎+ 𝑏  минимальна.
	82. Натуральные числа 𝑎, 𝑏 и 𝑐 таковы, что НОК,𝑎, 𝑏.=60  и НОК,𝑎, 𝑐.=270.  Найдите  НОК, 𝑏,𝑐..
	83. Натуральные числа 𝑚 и 𝑛 таковы, что
	НОД,𝑛, 𝑚.+НОК,𝑛, 𝑚.=𝑚+𝑛.  Докажите, что одно из них является делителем другого.
	НОД,𝑛, 𝑚.+НОК,𝑛, 𝑚.=𝑚+𝑛.  Докажите, что одно из них является делителем другого.
	84. Натуральные числа  𝑎,𝑏,𝑐  таковы, что НОК,𝑎,𝑏.=60  и  НОК,𝑎,𝑐.=270. Найдите  НОК,𝑏,𝑐..
	85. Натуральные числа  𝑚 и 𝑛 таковы, что
	НОД,𝑛,𝑚.+НОД,𝑛,𝑚.=𝑛+𝑚. Докажите, что одно из них является делителем другого.
	НОД,𝑛,𝑚.+НОД,𝑛,𝑚.=𝑛+𝑚. Докажите, что одно из них является делителем другого.
	86. Каким может быть наибольший общий делитель натуральных чисел  𝑚  и  𝑛, если при увеличении числа  𝑚  на 6 он увеличивается в 4 раза?
	87. Известно, что 𝑥,𝑦∊ℕ НОД,𝑥,𝑦.=13, НОК,𝑥,𝑦.=52. Найдите  𝑥 и  𝑦.
	88. На какое число и при каких натуральных 𝑛 сократима дробь ,,𝑛-2.−1-,𝑛-4.+,𝑛-3.−,𝑛-2.+𝑛+1. ?
	89. Найдите наибольший общий делитель чисел 11 111 111  и  ,,11…111.-2012..
	90. Докажите, что дробь  ,12𝑛+1-30𝑛+2.  несократима ни при каких натуральных значениях 𝑛.
	91. Докажите, что дробь ,,𝑛-5.+,𝑛-4.+,4𝑛-3.+,3𝑛-2.+3𝑛+1-,𝑛-4.+,𝑛-3.+,3𝑛-2.+2𝑛+1. несократима ни при каких натуральных значениях  𝑛.
	92. Чему равен наибольший общий делитель всех чисел
	,4-𝑛+2.+,5-2𝑛+1.  при натуральных значениях 𝑛?
	93. Найдите все целые  𝑛,  при которых  ,19𝑛+17-7𝑛+11.  – целое число.
	94. Все обыкновенные правильные несократимые дроби, числители и знаменатели которых двузначные числа, упорядочили по возрастанию. Между какими двумя последовательно расположенными дробями находится число  ,4-7. ?
	95. Среди обыкновенных дробей с положительными знаменателями, расположенными между числами  ,87-38.  и  ,88-39., найдите такую, знаменатель которой минимален.
	1.9. Решения, указания, ответы
	79. Указание. Воспользуйтесь алгоритмом Евклида.
	80. Указание. Воспользуйтесь алгоритмом Евклида.
	81. Решение. Так как НОД,𝑎, 𝑏.=3, то по свойству (2) существуют такие взаимно простые натуральные числа  𝑚,𝑛 , что 𝑎=3𝑚, 𝑏=3𝑛. Тогда задачу можно сформулировать в виде: «Найти такие натуральные 𝑚,𝑛, что НОД,𝑚,𝑛.=1, НОК,𝑚,𝑛.=210 и при это...
	Далее задача решается перебором. Заметим, что условия симметричные относительно 𝑚 и 𝑛.Пусть, ради определенности,  𝑚≤𝑛. Так как 210=2∙3∙5∙7 , то возможны следующие случаи:
	Итак, сумма 𝑚+𝑛 минимальна (и равна 29), если 𝑚=14, 𝑛=15. Им соответствуют  𝑎=42, 𝑏=45. С учётом симметрии получаем ответ. Ответ: ,𝑎; 𝑏.∈,,42;45.;,45;42...
	82. Решение. Сравним разложения на простые множители чисел
	𝐴=НОК,𝑎, 𝑏.=60=,2-2.∙3∙5 и 𝐵=НОК,𝑎, 𝑐.=270=2∙,3-3.∙5. Исходя из вида 𝐴, предположим, что 𝑎 делится на ,2-2., тогда 𝐵⋮,2-2.. Но это не так, следовательно, на ,2-2. делится число 𝑏. Аналогично, предположим, что 𝑎 делится на ,3-3., тогда ,𝐴⋮...
	Множитель 5 может либо присутствовать в разложении хотя бы одного из чисел 𝑏 и 𝑐, либо нет. Соответственно, получаем 𝐶=108∙5=540 либо 𝐶=108. Отметим, что первый случай реализуется, например, для чисел 𝑎=1,  𝑏=60,  𝑐=270, а второй – для 𝑎=30, ...
	83. Решение.  Обозначим 𝑑=НОД,𝑛, 𝑚., тогда по свойству (2)  существуют такие натуральные 𝑝,𝑞, НОД,𝑝, 𝑞.=1, что
	𝑛=𝑝𝑑, 𝑚=𝑞𝑑
	Подставим в исходное равенство:
	𝑑+𝑝𝑞𝑑=𝑑,𝑝+𝑞.⇔1+𝑝𝑞=𝑝+𝑞⇔ ,1−𝑝.,𝑞−1.=0
	Если  𝑝=1, то 𝑛=𝑑, 𝑚=𝑞𝑑  и  𝑚⋮𝑛.
	Если  𝑞=1, то 𝑚=𝑑, 𝑛=𝑝𝑑 и  𝑛⋮𝑚, что и требовалось доказать.
	84. Ответ. 108 или 540.
	85. Указание. Ввести 𝑑=НОД,𝑛,𝑚., тогда ∃𝑝,𝑞∈ℕ: НОД,𝑝,𝑞.=1  и 𝑛=𝑝𝑑,  𝑚=𝑞𝑑. Далее подставить в уравнение, перенести все в одну сторону и разложить на множители.
	86. Решение. Пусть НОД,𝑛,𝑚.=𝑑, тогда НОД,𝑛,𝑚+6.=4𝑑,  𝑑∊ℕ. Из первого условия следует, что 𝑛⋮𝑑 и 𝑚⋮𝑑, а из второго, дополнительно, что 𝑚+6⋮𝑑. Следовательно, 6⋮𝑑 , т.е. 𝑑∈,1;2;3;4.. Из второго условия также следует, что поскольку 𝑛⋮4 и ...
	87. Указание. Используйте то, что оба этих числа делятся на 13 и являются делителями 52. Ответ. 13  и  52.
	88. Указание. Используйте алгоритм Евклида для нахождения НОД. Ответ. На 3 при  𝑛=2𝑘+1, 𝑘∈ℤ.
	89. Решение. При делении большего из чисел   𝑎=,,11…111.-2012.   на меньшее число 𝑏=11 111 111  получим неполное частное 𝑞=,,,10000000.…,10000000..-401 раз. и остаток 𝑟=1111 , то есть  𝑎=𝑏𝑞+1111,  𝑎−𝑏𝑞=1111.
	Отсюда видно, что всякий делитель чисел 𝑎 и 𝑏, в том числе и наибольший, является также и делителем числа 1111. Но  легко видеть, что число 1111 само является делителем чисел  𝑎  и  𝑏, а, значит, оно и есть их НОД
	Ответ. 1111.
	90. Решение. НОД,12𝑛+1,  30𝑛+2.=НОД,12𝑛+1,  6𝑛.=
	НОД,1, 6𝑛.=1.
	91. Решение. Обозначим НОД,,𝑛-5.+,𝑛-4.+,4𝑛-3.+,3𝑛-2.+3𝑛+1,  ,𝑛-4.+,𝑛-3.+,3𝑛-2.+2𝑛+1 .=𝑑. Предположим, что 𝑑≠1.
	Выделим из данной дроби целую часть, то есть выполним деление с остатком числителя дроби на ее знаменатель:
	,,𝑛-5.+,𝑛-4.+,4𝑛-3.+,3𝑛-2.+3𝑛+1-,𝑛-4.+,𝑛-3.+,3𝑛-2.+2𝑛+1.=𝑛+,,𝑛-3.+,𝑛-2.+2𝑛+1-,𝑛-4.+,𝑛-3.+,3𝑛-2.+2𝑛+1.,
	,𝑛-5.+,𝑛-4.+,4𝑛-3.+,3𝑛-2.+3𝑛+1=,,𝑛-4.+,𝑛-3.+,3𝑛-2.+2𝑛+1.∙𝑛++(,𝑛-3.+,𝑛-2.+2𝑛+1).
	Поскольку числитель и знаменатель данной дроби делятся на 𝑑, то и остаток от деления  ,𝑛-3.+,𝑛-2.+2𝑛+1  тоже делится на 𝑑.
	Теперь разделим делитель ,𝑛-4.+,𝑛-3.+,3𝑛-2.+2𝑛+1  на остаток ,𝑛-3.+,𝑛-2.+2𝑛+1  с остатком: ,𝑛-4.+,𝑛-3.+,3𝑛-2.+2𝑛+1=
	=,,𝑛-3.+,𝑛-2.+2𝑛+1.∙𝑛+,,𝑛-2.+𝑛+1  ..
	Поскольку числа ,𝑛-4.+,𝑛-3.+,3𝑛-2.+2𝑛+1  и  ,𝑛-3.+,𝑛-2.+2𝑛+1 делятся на 𝑑, то и новый остаток ,𝑛-2.+𝑛+1   тоже делится на 𝑑.
	Аналогично разделим ,𝑛-3.+,𝑛-2.+2𝑛+1  на ,𝑛-2.+𝑛+1    с остатком: ,𝑛-3.+,𝑛-2.+2𝑛+1=,,𝑛-2.+𝑛+1.∙𝑛+,𝑛+1..
	Так как  ,𝑛-3.+,𝑛-2.+2𝑛+1  и  ,𝑛-2.+𝑛+1  делятся на  𝑑, то и новый остаток  𝑛+1 тоже делится на  𝑑.
	Наконец, разделим  ,𝑛-2.+𝑛+1  на 𝑛+1 с остатком:
	,𝑛-2.+𝑛+1=,𝑛+1.∙𝑛+1.
	Поскольку здесь ,𝑛-2.+𝑛+1 и 𝑛+1 делятся на 𝑑, то и остаток, равный 1, тоже делится на 𝑑. Но это невозможно, поскольку по нашему предположению 𝑑≠1. Из полученного противоречия заключаем, что 𝑑=1, и, значит, данная дробь несократима.
	92. Решение. Обозначим наибольший общий делитель всех таких чисел через 𝑑. Заменим в данной сумме 𝑛 на 𝑛+1, получим сумму ,4-𝑛+3.+,5-2𝑛+3.=,4-𝑛+3.+,25∙5-2𝑛+1., которая также делится на 𝑑.  Умножим данную сумму на 4, получим, что и  ,,4-𝑛+2.+,...
	Значит, на 𝑑 делится и разность
	,,4-𝑛+3.+,25∙5-2𝑛+1..−,,4-𝑛+3.+4∙,5-2𝑛+1..=21∙,5-2𝑛+1..
	Поскольку 𝑑 нечетно, то 21⋮𝑑, откуда 𝑑 может принимать одно из значений:1, 3, 7, 21. Для определения 𝑑 положим в данной сумме 𝑛=1: ,4-1+2.+,5-2∙1+1.=64+125=189=21∙9. Полученное значение делится на 21. Кроме того, из хода решения видно, что если п...
	93. Решение.  ,19𝑛+17-7𝑛+11.=3−,2𝑛+16-7𝑛+11. .  Найдем целые 𝑛, при которых ,,2𝑛+16-7𝑛+11..<1 : при этих значениях данная дробь не является целым числом. Получим 𝑛<−3 или 𝑛>1. Осталось проверить дробь при  𝑛=−3,−2,−1, 0, 1.
	Ответ. 𝑛∈,−3,−2, 1..
	94. Решение. Из условия задачи следует: ,,,𝑥-𝑦.<,4-7.<,𝑢-𝑣.,                                 -10≤𝑥,𝑦,𝑢,𝑣≤99,               -НОД,𝑥,𝑦.=НОД,𝑢,𝑣.=1..
	Требуется найти такие значения  𝑥,𝑦,𝑢,𝑣, при которых разности ,4-7.−,𝑥-𝑦.=,4𝑦−7𝑥-7𝑦. и
	,𝑢-𝑣.−,4-7.=,7𝑢−4𝑣-7𝑣. минимальны.
	Используем следствие из алгоритма Евклида: для взаимно простых чисел 𝑥,𝑦 найдутся такие взаимно простые числа 𝑎,𝑏, что 𝑎𝑥−𝑏𝑦=1.
	Из приведенного утверждения следует, что существуют такие числа 𝑥,𝑦,𝑢,𝑣, НОД,𝑥,𝑦.=НОД,𝑢,𝑣.=1 что  ,,4𝑦−7𝑥=1,-7𝑢−4𝑣=1....
	Решим первое уравнение системы:
	4𝑦−7𝑥=1, 𝑦=,7𝑥+1-4.=𝑥+,3𝑥+1-4. ; ,3𝑥+1-4. ∊ℕ, обозначим ,3𝑥+1-4.=𝑚, тогда 𝑥=,4𝑚−1-3.=𝑚+,𝑚−1-3.; ,𝑚−1-3.∊ℕ, обозначим ,𝑚−1-3.=𝑘, тогда 𝑚=3𝑘+1,  𝑥=4𝑘+1,  𝑦=7𝑘+2.
	Среди найденных решений имеется множество двузначных. Выбираем из них такое, чтобы знаменатель дроби был максимальным (из допустимых значений): тогда будет минимальна дробь ,4𝑦−7𝑥-7𝑦.=,1-7𝑦.. Искомое значение 𝑘=13, а ,𝑥-𝑦.=,53-93.. Аналогично н...
	95. Решение. Пусть ,88-39.< ,𝑥-𝑦.<,87-38.. Тогда
	2+,10-39.<2+,𝑥−2𝑦-𝑦.<2+,11-38.,     ,10-39.<,𝑥−2𝑦-𝑦.<,11-38..
	Далее:
	,38-11.<,𝑦-𝑥−2𝑦.<,39-10. ,   3+,5-11.<3+,−3𝑥+7𝑦-𝑥−2𝑦.<3+,9-10. ,
	,5-11.<,−3𝑥+7𝑦-𝑥−2𝑦.<,9-10.;    ,10-9.<,𝑥−2𝑦-−3𝑥+7𝑦.<,11-5. ,
	1+,1-9.<1+,4𝑥−9𝑦-−3𝑥+7𝑦.<1+,6-5. ,  ,1-9.<,4𝑥−9𝑦-−3𝑥+7𝑦.<,6-5. .
	Положим ,,4𝑥−9𝑦=𝑎,-−3𝑥+7𝑦=𝑏... Тогда ,,𝑥=7𝑎+9𝑏,-𝑦=3𝑎+4𝑏...
	Имеем ,1-9.<,𝑎-𝑏.<,6-5., откуда ,5-6.𝑎<𝑏<9𝑎.
	Допустимые значения 𝑦=3𝑎+4𝑏: 6,1-3.𝑎<𝑦<40𝑎.
	Наименьшее возможное значение 𝑦 достигается при 𝑎=1 и равняется 7. При этом 𝑏=1,𝑥=16. Следовательно, ,16-7. – искомая дробь.  Ответ. ,16-7..
	1.10. Уравнения в целых числах
	Уравнение вида 𝑓,𝑥,𝑦,….=0, переменные в котором считаются целочисленными, называется уравнением в целых числах или диофантовым уравнением. Набор целочисленных значений переменных, при подстановке которых в уравнение получается верное равенств...
	Уравнение вида  𝑎𝑥+𝑏𝑦=𝑐  называется линейным диофантовым уравнением.
	Для решения в целых числах уравнения вида 𝑎𝑥+𝑏𝑦=𝑐, где  𝑎,𝑏,𝑐 – целые числа, отличные от нуля, приведем ряд теоретических положений, которые позволят установить правило решения. Эти положения основаны на известных фактах теории делимости.
	Теорема 1. Если НОД,𝑎,𝑏.=𝑑, то существуют такие целые числа 𝑥 и 𝑦, что имеет место равенство  𝑎𝑥+𝑏𝑦=𝑑.
	(Это равенство называется линейной комбинацией или линейным представлением наибольшего общего делителя двух чисел через сами эти числа.)
	Доказательство теоремы основано на использовании равенств алгоритма Евклида для нахождения наибольшего общего делителя двух чисел (наибольший общий делитель данных чисел выражается через неполные частные и остатки, начиная с последнего равенств...
	Пример 22. Найти линейное представление наибольшего общего делителя чисел  1232  и  1672.
	Решение. 1) Составим равенства алгоритма Евклида:
	1672=1232∙1+440,
	1232=440∙2+352,
	440=352∙1+88,
	352=88∙4,  т.е  НОД,1672,352.=88.
	2) Выразим 88 последовательно через неполные частные и остатки, используя полученные выше равенства, начиная с конца:
	88=440−352∙1=,1672−1232.−,1232−1672∙2+1232∙2.=
	=1672∙2−1232∙4
	т.е. 88=1672∙3+1232∙(−4)
	Теорема 2. Если в уравнении 𝑎𝑥+𝑏𝑦=1  НОД,𝑎,𝑏.=1, то уравнение имеет, по крайней мере, одно целое решение.
	Справедливость этой теоремы следует из теоремы 1. Таким образом, чтобы найти одно целое решение уравнения 𝑎𝑥+𝑏𝑦=1, если НОД,𝑎,𝑏.=1, достаточно представить число 1 в виде линейной комбинации чисел  𝑎 и  𝑏.
	Пример 23. Найти целое решение уравнения
	15𝑥+37𝑦=1.
	Решение.1) 37=15∙2+7, 15=7∙2+1.    2)  1=15−7∙2==15−,37−15∙2.∙2=15∙5+37∙(−2),
	т.е. ,𝑥-0.=5,  ,𝑦-0.=−2   – решение данного уравнения.
	Теорема 3.Если в уравнении 𝑎𝑥+𝑏𝑦=𝑐  НОД,𝑎,𝑏.=𝑑>1  и 𝑐 не делится на 𝑑, то уравнение целых решений не имеет.
	Для доказательства теоремы достаточно предположить противное.
	Пример 24. Найти целое решение уравнения 16𝑥−34𝑦=7.
	Решение. НОД,16,34.=2,  7 не делится на 2, уравнение целых решений не имеет.
	Теорема 4.Если в уравнении 𝑎𝑥+𝑏𝑦=𝑐  НОД,𝑎,𝑏.=𝑑>1  и 𝑐⋮𝑑, то оно равносильно уравнению ,𝑎-1.𝑥+,𝑏-1.𝑦=,𝑐-1.  , в котором  НОД,,𝑎-1.,,𝑏-1..=1.
	При доказательстве теоремы следует показать, что произвольное целое решение первого уравнения является также решением второго уравнения и обратно.
	Теорема 5. Если в уравнении 𝑎𝑥+𝑏𝑦=𝑐  НОД,𝑎,𝑏.=1, то все целые решения этого уравнения заключены в формулах:
	𝑥=,𝑥-0.𝑐+𝑏𝑡,  𝑦=,𝑦-0.𝑐−𝑎𝑡,
	где  ,𝑥-0.,,𝑦-0.– целое решение уравнения  𝑎𝑥+𝑏𝑦=1,    𝑡  – любое целое число.
	При доказательстве теоремы следует показать, во-первых, что приведенные формулы действительно дают решения данного уравнения и, во-вторых, что произвольное целое решение этого уравнения заключено в приведенных формулах.
	Приведенные теоремы позволяют установить следующее правило решения в целых числах уравнения  𝑎𝑥+𝑏𝑦=𝑐, где  НОД,𝑎,𝑏.=1:
	1) находится целое решение уравнения  𝑎𝑥+𝑏𝑦=1  путем
	представления 1 как линейной  комбинации чисел 𝑎 и 𝑏 (существуют и другие способы отыскания целых решений этого уравнения, например при использовании цепных дробей);
	2) составляется общая формула целых решений данного
	уравнения: 𝑥=,𝑥-0.𝑐+𝑏𝑡,  𝑦=,𝑦-0.𝑐−𝑎𝑡, где  ,𝑥-0.,,𝑦-0. – целое решение уравнения  𝑎𝑥+𝑏𝑦=1,  𝑡 – любое целое число.
	Придавая 𝑡 определенные целые значения, можно получить частные решения данного уравнения: наименьшие по абсолютной величине, наименьшие положительные (если можно) и т.д.
	Пример 25. Найти целые решения уравнения
	407𝑥−2816𝑦=33.
	Решение. 1) Упрощаем данное уравнение, приводя его к виду 37𝑥−256𝑦=3.  2) Решаем уравнение 37𝑥−256𝑦=1.   256=37∙6+34,  37=34∙1+3,  34=3∙11+1.
	1=34−3∙11=256−37∙6−11   ,37−256+37∙6.=
	=256∙12−37∙83=37∙,−83.−256∙,−12.,
	т.е.  ,𝑥-0.=−83, ,𝑦-0.=−12.
	Общий вид всех целых решений данного уравнения:
	𝑥=−83∙3−256𝑡=−249−256𝑡,
	𝑦=−12∙3−37𝑡=−36−37𝑡.
	Положив 𝑡=−1, получим ,𝑥-1.=7, ,𝑦-1.=1 и общие формулы решений примут вид:     𝑥=7−256𝑡, 𝑦=1−37𝑡.
	Одной из идей решений уравнений в целых числах является ограничение перебора. Для этого может быть использовано, например, разложение на множители.
	Пример 26. Решите уравнение: 𝑥𝑦+𝑥−3𝑦=4.
	Решение. Уравнение приводится к виду ,𝑥−3.,𝑦+1.=−7, а −7 можно разложить в произведение двух множителей только двумя способами: −7=−1∙7 и −7=1∙(−7). Отсюда получаем ответ: ,,−4;0.,  ,2;6.,  ,4; −8.,  ,10; −2..
	Другим способом решения этого уравнения является выражение 𝑥 через 𝑦:
	𝑥=,3𝑦−4-𝑦+1.=3−,7-𝑦+1.. Так как  ,7-𝑦+1.  должно быть целым числом, то ,𝑦+1. может быть равно только  1,−1,  7, −7.
	Ограничить перебор можно преобразованием левой части уравнения к сумме неотрицательных функций.
	Пример 27. Решите уравнение ,5𝑥-4.+10,𝑥-2.+2,𝑦-6.+4,𝑦-3.=6.
	Решение. Приводим уравнение к виду
	5,,,𝑥-2.+1.-2.+2,,,𝑦-3.+1.-2.=13. Отсюда имеем 5,,,𝑥-2.+1.-2.≤13, а так как  ,,,𝑥-2.+1.-2.– целое  число, то ,,𝑥-2.+1. может  быть равен только 0, 1, −1. Легко видеть, что возможно только 𝑥=0. Тогда ,,,𝑦-3.+1.-2.=4  и 𝑦=1.
	Ответ. ,0,  1..
	Если относительно одного из неизвестных уравнение является квадратным, то ограничить перебор можно, используя не отрицательность дискриминанта.
	Пример 28. Решите уравнение  10𝑥+𝑦=,𝑥-2.+,𝑦-2.−13.
	Решение. Уравнение квадратное относительно  𝑥:
	,𝑥-2.−10𝑥+,,𝑦-2.−𝑦+13.=0. Условием существования решения является ,𝐷-4.=25−,𝑦-2.+𝑦−13≥0, т.е. −3≤𝑦≤4. Таким образом, достаточно перебрать случаи 𝑦=−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4.
	Ответ.,−5,−3., ,5,  4..
	Другой идеей является сравнение левой и правой частей уравнения по какому-то модулю (или сравнение остатков).
	Пример 29. Решите уравнение  ,𝑥-2.+,𝑦-2.=4𝑧−1.
	Решение. Так как ,𝑥-2.≡0,  1,mod 4., то ,𝑥-2.+,𝑦-2.≡0,  1,  2,mod 4., а 4𝑧−1≡−1,mod 4..
	Ответ. Решений нет
	Пример 30. Решите уравнение  ,3-𝑚.+7=,2-𝑛. в целых числах.
	Решение. Если 𝑚>0, то левая часть ,3-𝑚.+7≡1,mod 3., значит, если решение есть, то 𝑛 четно, т.е. 𝑛=2𝑘. Тогда 3𝑚=,2-2𝑘.−7=,4-𝑘.−7. Но 4𝑘−7≡1,mod 4., значит, если решение есть, то и 𝑚 должно быть четным, т.е. 𝑚=2𝑝. Итак, в результате имеем ,3...
	7=,2-2𝑘.−,3-2𝑝.=,,2-𝑘.−,3-𝑝..,,2-𝑘.+,3-𝑝... Отсюда ,2-𝑘.+,3-𝑝.=7,   ,2-𝑘.−,3-𝑝.=1, т.е.𝑚=2,  𝑛=4.  При 𝑚=0  получаем второй ответ: 𝑛=3.
	Ответ. 𝑚=2,  𝑛=4;  𝑚=0,  𝑛=3.
	Пример 31. Докажите, что уравнение ,𝑥-2.+,𝑦-2.+,𝑧-2.=2𝑥𝑦𝑧 (1) неразрешимо в натуральных числах.
	Решение. Применим так называемый метод «бесконечного спуска». Положим противное.
	Пусть данное уравнение разрешимо в натуральных числах. Правая часть уравнения делится на 2, следовательно, и его левая часть делится на 2. Это возможно лишь тогда, когда либо  𝑥,  𝑦,  𝑧  – четные числа, либо одно из них четное, а два других нече...
	Применив к уравнению  (2) те же рассуждения, что и к уравнению (1), запишем:
	,𝑥-1.=,2𝑥-2.,  ,𝑦-1.=,2𝑦-2.,  ,𝑧-1.=,2𝑧-2.,
	,𝑥-2-2.+,𝑦-2-2.+,𝑧-2-2.=8,𝑥-2.,𝑦-2.,𝑧-2..
	Соотношения ,𝑥-𝑘.=,2𝑥-𝑘+1. приводят к  бесконечной последовательности натуральных чисел
	𝑥>,𝑥-1.>,𝑥-2.>...>,𝑥-𝑘.>,𝑥-𝑘+1.>... . Но эта последовательность должна быть конечной. Следовательно, наше предположение не является верным и уравнение (1) в натуральных числах неразрешимо.
	1.11. Задачи для самостоятельного решения
	96. Решите уравнение в целых числах, используя представление наибольшего общего делителя двух чисел в виде их линейной комбинации: а) 27𝑥−40𝑦=1; б) 81𝑥+52𝑦=5;
	в) 42𝑥+34𝑦=5;  г) 253𝑥−449𝑦=3.
	97. Найдите все целочисленные решения уравнения
	,3𝑥-2.+4𝑥𝑦−,7𝑦-2.=13.
	98. Решите в целых числах уравнение ,2𝑥-2.−2𝑥𝑦+9𝑥+𝑦=2.
	99. Найдите натуральные  𝑥 и 𝑦, для которых выполняется равенство  ,2-𝑥.−15=,𝑦-2..
	100. Найдите натуральные числа𝑥 и 𝑦, для которых выполняется равенство     ,𝑥-4.+,𝑥-3.+,𝑥-2.+𝑥+1=,𝑦-2.
	101. Найти все пары целых чисел ,𝑥,𝑦., удовлетворяющих уравнению:   ,𝑥-2.−2𝑥𝑦+2,𝑦-2.=9
	102. Докажите, что уравнение ,𝑥-2.+4𝑥−11=8𝑦 не имеет решений в целых числах.
	103. Решите в целых числах систему уравнений
	,,,𝑥-2.−,𝑦-2.−,𝑧-2.=1,-𝑦+𝑧−𝑥=3.      ..
	104. Решите в целых числах уравнение   𝑥𝑦+2𝑥+3𝑦=7.
	105. Решите в натуральных числах уравнение ,𝑥-2.+𝑥+1=,𝑦-2..
	106. Решите в целых числах уравнение   ,4-𝑥.+,3-𝑦.=,5-𝑧..
	107. Решите в натуральных числах уравнение  ,1-𝑥.+,1-𝑦.+,1-𝑧.=1 при  𝑥≤𝑦≤𝑧.
	108. Решите в натуральных числах уравнение 2𝑥𝑦=,𝑥-2.+2𝑦.
	109. Решите в целых числах уравнение  ,2-𝑥.+1=,𝑦-2..
	110. Докажите, что уравнение ,𝑦-2.=,5𝑥-2.+6 не имеет решений в целых числах.
	111. Решите в натуральных числах уравнение
	2𝑥𝑦+4𝑧=𝑧,𝑥-2.+4,𝑦-2.𝑧.
	112. Найдите все пары целых чисел 𝑥,𝑦, при которых является верным равенство ,𝑥-3.−,3𝑥-2.−𝑥𝑦−8𝑥−2𝑦+27=0
	113. Найдите все целые положительные решения уравнения
	,3𝑥-2.+3𝑥𝑦+2𝑥−𝑦=565.
	114. Может ли дискриминант квадратного уравнения с целыми коэффициентами равняться 23?
	115. Решите в натуральных числах уравнение
	𝑛!+5𝑛+13=,𝑘-2., где 𝑛!=1∙2∙…∙𝑛 – произведение всех натуральных чисел от 1 до 𝑛.
	116. Решить в натуральных числах уравнение:
	𝑥𝑧+4𝑦=,𝑦𝑥-2.+,𝑧-2.𝑦.
	117. Решите в целых числах уравнение   ,𝑥𝑦-𝑧.+,𝑥𝑧-𝑦.+,𝑦𝑧-𝑥.=3.
	118. Решите уравнение 2𝑥+3𝑦+5𝑧=11 в целых числах.
	119. Найдите все пары целых чисел 𝑥 и 𝑦, удовлетворяющие уравнению:  ,,𝑥-2.+,𝑦-2..,𝑥+𝑦−3.=2𝑥𝑦.
	120. Докажите, что имеется бесконечно много простых чисел, сравнимых с 3 по модулю 4.
	121. Решите уравнение в целых числах  ,𝑥-2.−7,𝑦-2.+2=0.
	122. Доказать, что уравнение  ,1-,𝑥-2..+,1-𝑥𝑦.+,1-,𝑦-2..=1 не имеет целых положительных решений.
	123. Найдите все упорядоченные тройки ,𝑥;𝑦;𝑧. натуральных чисел, удовлетворяющих равенству     𝑥+,1-𝑦+,1-𝑧..=,30-13..
	124. Решите в целых числах уравнение  ,9-𝑥.=4𝑦+1.
	125. Решите в целых числах уравнение  ,2𝑥-2.+,9𝑦-2.−8𝑥𝑦−3𝑦=0.
	126. Для всех значений параметра 𝑎∈,2,  4. найдите все целые числа 𝑥 и 𝑦, удовлетворяющие равенству ,𝑥-2.+5𝑥𝑦+,6𝑦-2.=𝑎.
	127. Найдите все пары целых чисел 𝑥 и 𝑦, при которых является верным  равенство  ,𝑥-3.−𝑥𝑦−7𝑥+2𝑦+23=0.
	128. Решите в целых числах уравнение ,𝑥-3.+,𝑥𝑦-2.+2,𝑦-3.=0.
	129. Найти все простые числа 𝑝 и 𝑞, для которых верно равенство    ,𝑝-2.−2,𝑞-2.=1.
	130. Решите в целых числах уравнение  2𝑥𝑦+3,𝑦-2.=24.
	131. Найдите все пары ,𝑥,𝑦. натуральных чисел, удовлетворяющие уравнению  ,𝑥-2.+,𝑦-2.=,𝑥-3..
	132. Найдите все натуральные числа 𝑛 и 𝑚 такие, что
	1!+2!+...+𝑛!=,𝑚-2.
	133. Докажите, что не существует таких целых чисел 𝑛 и 𝑚, что
	,𝑚-3.+6,𝑚-2.+5𝑚=27,𝑛-3.+9,𝑛-2.+9𝑛+1.
	1.12. Решения, указания, ответы
	96. Ответ. а),,𝑥=3+40𝑡,-𝑦=2+27𝑡;..   б) ,,𝑥=−7+52𝑡,-𝑦=11+81𝑡;..  в) уравнение целых решений не имеет;  г) ,,𝑥=71+449𝑡,-𝑦=40+253𝑡...
	97. Решение. Разложим левую часть на множители:
	,3𝑥-2.+4𝑥𝑦−,7𝑦-2.=,𝑥−𝑦.,3𝑥+7𝑦..
	Имеем ,𝑥−𝑦.,3𝑥+7𝑦.=13. Поскольку 13 можно представить в виде произведения двух целых чисел с учетом порядка четырьмя способами
	,13=1∙13=13∙1=,−1.∙,−13.=(−13)∙(−1)., то получаем четыре системы:
	,,𝑥−𝑦=1,     -3𝑥+7𝑦=13,..         ,,𝑥−𝑦=13,   -3𝑥+7𝑦=1,..         ,,𝑥−𝑦=−1,     -3𝑥+7𝑦=−13,..    ,,𝑥−𝑦=−13,   -3𝑥+7𝑦=−1...
	Целочисленные решения имеют лишь 1-я и 3-я системы.
	Ответ. ,2; 1.;,−2; −1.
	98. Решение. Выразим 𝑦 через 𝑥: 𝑦=,,2𝑥-2.+9𝑥−2-2𝑥−1. .   Преобразуем полученную дробь
	𝑦=,,2𝑥-2.+9𝑥−2-2𝑥−1.=,,2𝑥-2.−𝑥+10𝑥−5+3-2𝑥−1.=𝑥+5+,3-2𝑥−1..
	Поскольку 𝑦 и 𝑥 – целые, то ,3-2𝑥−1. должно быть целым числом. Имеем четыре возможности: 1) 2𝑥−1=1;  2) 2𝑥−1=3;  3) 2𝑥−1=−1;  4) 2𝑥−1=−3.
	Затем находим 𝑥 и 𝑦.  Ответ.,1; 9.; ,2; 8.; ,0; 2.; ,−1;3..
	99. Решение. Рассмотрим два случая. 1) 𝑥=2𝑘+1
	(𝑥 – нечетное число). Поскольку ,2-2. при делении на 3 дает в остатке 1, то ,2-2𝑘+1. при делении на 3 дает в остатке 2   (,2-2𝑘+1.=,,,2-2..-𝑘.∙2≡1∙2,3.=2), 15 делится на 3. Следовательно, ,𝑦-2. не делится на 3. Но квадрат числа, не делящегося на ...
	2) 𝑥=2𝑘. Тогда ,2-2𝑘.−,𝑦-2.=15, откуда ,,2-𝑘.−𝑦.,,2-𝑘.+𝑦.=15. оба множителя слева целые и положительные (так как второй множитель положителен), второй больше первого. Возможны два варианта: ,2-𝑘.−𝑦=1, ,2-𝑘.+𝑦=15 и  ,2-𝑘.−𝑦=3, ,2-𝑘.+𝑦=5
	Ответ. ,4; 1.; ,6; 7..
	100. Решение. Представим левую часть в виде
	,,,𝑥-2.+,𝑥-2.+,3-8..-2.+,5-8.𝑥+,55-64.. Умножая обе части на 64, получаем равенство
	,,,8𝑥-2.+4𝑥+3.-2.+40𝑥+55=,,8𝑦.-2..
	Таким образом, 8𝑦>,8𝑥-2.+4𝑥+3,  2𝑦≥,2𝑥-2.+𝑥+1. Умножим обе части исходного равенства на 4, а затем, воспользовавшись тем, что
	,4𝑦-2.≥,,,2𝑥-2.+𝑥+1.-2.=,4𝑥-4.+,4𝑥-3.+,5𝑥-2.+2𝑥+1,
	будем иметь  ,4𝑥-4.+,4𝑥-3.+,4𝑥-2.+4𝑥+4≥,4𝑥-4.+,4𝑥-3.+,5𝑥-2.+2𝑥+1,
	или  ,𝑥-2.−2𝑥−3≤0, откуда 𝑥≤3. Осталось проверить для 𝑥 значения 1,  2,  3.
	Ответ. 𝑥=3, 𝑦=11.
	101. Решение. Преобразуем исходное уравнение к виду:
	,,𝑥−𝑦.-2.+,𝑦-2.=9.  Следовательно, справедлива система неравенств:
	,,,,𝑥−𝑦.-2.≤9,-,𝑦-2.≤9         ..  ⇔  ,,,𝑥−𝑦.≤3,-,𝑦.≤3        ..
	Из неравенства ,𝑦.≤3  находим все возможные целые 𝑦:
	𝑦=−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3.
	В данном случае, проще, не решая неравенства ,𝑥−𝑦.≤3, сразу подставить эти значения   в исходное уравнение и решить его относительно 𝑥. Получаем:
	,,𝑥=−3,-𝑦=−3,..            ,,𝑥=±2±,5.,-𝑦=±2,           .          ,,𝑥=±1±,8.,-𝑦=±1,          .           ,,𝑥=±3,-𝑦=0.    ....
	Ответ. ,−3;−3.; ,−3;0.;  ,3;0..
	102. Решение. 1-й способ. Преобразуем данное уравнение:
	,𝑥-2.−11=8𝑦−4𝑥.
	Правая часть 8𝑦−4𝑥 при любых целых 𝑥 и 𝑦 четна. Левая же часть уравнения, если оно имеет решения, может быть четной только при нечетном ,𝑥-2. и, следовательно, нечетном 𝑥. Теперь уравнение запишем в следующем виде:  ,𝑥-2.+4𝑥+3−8𝑦=14  или  ...
	Если 𝑥 нечетно, то 𝑥+1 и 𝑥+3 – два последовательных четных числа, а потому их произведение кратно  8. Поскольку 8𝑦 тоже кратно 8, то левая часть уравнения кратна 8. Однако правая часть не делится на 8.
	Следовательно, уравнение ,𝑥+1.,𝑥+3.−8𝑦=14, а вместе с ним и данное уравнение не имеют решений ни при каких целых 𝑥 и 𝑦.
	2-й способ. Преобразуем данное уравнение, выделив полный квадрат в правой части: ,,𝑥+2.-2.−15=8𝑦
	Пусть 𝑥+2=𝑧. Перейдем теперь к сравнению по модулю  8:
	,𝑧-2.≡7,mod 8., так как 15≡7,mod 8..
	Сравнение ,𝑧-2.≡7,mod 8. не имеет решений, так как не существует квадрата натурального числа, которое при делении  на 8 давало бы в остатке 7. В самом  деле, если 𝑧=8𝑘, то  ,𝑧-2.≡0,mod 8.; если 𝑧=8𝑘±1, то ,𝑧-2.≡1,mod 8.; если 𝑧=8𝑘±2,  то  ,𝑧...
	,𝑧-2.≡1,mod 8., и, наконец, если 𝑧=8𝑘±4, то ,𝑧-2.≡0,mod 8..  Ответ. Решений в целых числах нет.
	103. Решение. Выразим из второго уравнения 𝑥 через 𝑦 и  𝑧 и подставим в первое:     𝑦𝑧−3𝑦−3𝑧+4=0.
	Отсюда 𝑦=,3𝑧−4-𝑧−3.=3+,5-𝑧−3..  Так как 𝑦∊ℤ, то  ,5-𝑧−3.∊ℤ. А это возможно лишь при условии  𝑧−3=±1 и 𝑧−3=±5.
	Таким образом, получаем: ,𝑧-1.=4,  ,𝑧-2.=2,  ,𝑧-3.=8,  ,𝑧-4.=−2, затем находим соответствующие значения  𝑥 и 𝑦. Тогда решение системы запишем в виде:
	,9;8;4.; ,−3;−2;2.; ,9;4;8.; ,−3;2;−2..
	Ответ. ,9;8;4.; ,−3;−2;2.; ,9;4;8.; ,−3;2;−2..
	104. Решение. Представим левую часть уравнения в виде
	𝑥𝑦+2𝑥+3𝑦=,𝑥+3.,𝑦+2.−6, после чего уравнение приобретает вид ,𝑥+3.,𝑦+2.=13.
	Если 𝑥  и  𝑦 – целые числа, то множители   𝑥+3  и  𝑦+2 также должны быть целыми.
	Число 13 раскладывается в произведение целых чисел четырьмя различными способами:   13=1∙13=13∙1=
	=,−1.∙,−13.=(−13)∙(−1). Поэтому все решения данного уравнения в целых числах получаются из систем:
	,,𝑥+3=1,-𝑦+2=13,.         ,,𝑥+3=13,-𝑦+2=1,   .     ,,𝑥+3=−1,-𝑦=2=−13,.      ,,𝑥+3=−13,-𝑦+2=−1,   .....
	решая которые, получаем ответ: ,−2,  11.,,10,  −1.,,−4, −15.,
	,−16, −3..
	Ответ. ,−2,  11.,,10,  −1.,,−4, −15.,,−16, −3..
	105. Решение. Рассмотрим уравнение ,𝑥-2.+𝑥+1−,𝑦-2.=0  как квадратное относительно  𝑥. Тогда 𝑥=,−1±,,4𝑦-2.−3.-2.. Для того чтобы 𝑥 было целым числом, необходимо, чтобы  ,4𝑦-2.−3 было точным квадратом, а это верно только при  𝑦=±1
	(4,𝑦-2.−3=,𝑧-2 .⇔ ,2𝑦−𝑧.,2𝑦+𝑧.=3 ⇔ 𝑦=1,  𝑧=±1
	или 𝑦=−1,  𝑧=±1     Ответ. ,−1,  1. и  ,0,  1..
	106. Решение. Рассмотрим остатки, получающиеся при делении обеих частей уравнения на  4. Правая часть при натуральных  значениях 𝑧 дает остаток 1, а левая часть может давать остатки 1 при четных значениях 𝑦  и 3 при нечетных значениях 𝑦. Таким  обр...
	Рассмотрим остатки от деления обеих частей уравнения на  3. Выражение ,4-𝑦. дает  при делении на 3 остаток 1, а ,5-𝑧.  при четных значениях 𝑧 дает остаток 1, а при нечетных значениях  𝑧 – остаток 2. Поэтому только четные значения 𝑧 могут входи...
	Из исходного уравнения, перенося в правую часть ,3-𝑦.  и раскладывая по формуле разности квадратов, получаем
	,4-𝑥.=,,5-𝑙.−,3-𝑘..,,5-𝑙.+,3-𝑘...
	Каждый из полученных множителей должен являться неотрицательной степенью числа 2, поскольку в разложении их произведения на простые множители присутствуют только двойки. Имеем
	,,,5-𝑙.+,3-𝑘.=,2-𝑠.,-,5-𝑙.−,3-𝑘.=,2-𝑡.,..  причем  𝑠>𝑡.
	Сложив эти уравнения, получаем 2∙,5-𝑙.=,2-𝑡.∙,,2-𝑠−𝑡.+1. .  Поскольку в разложение левой части на простые множители 2 входит в степени 1, а в разложение правой части – в степени 𝑡 (так как ,2-𝑠−𝑡.+1 – нечетное  число, а значит, в его разложении...
	,5-𝑙.=,2-𝑠−𝑡.+1.
	Имеем уравнение ,5-𝑙.−,3-𝑘.=2 (2-е уравнение системы), из которого, перебрав остатки от деления обеих частей уравнения на 3, получаем, что  𝑙 – нечетное число.
	Перепишем уравнение ,5-𝑙.=,2-𝑠−𝑡.+1 в виде ,2-𝑠−𝑡.=,5-𝑙.−1, откуда при  𝑙>1 получаем ,2-𝑠−𝑡.=,5−1.,,5-𝑙−1.+,5-𝑙−2.+...+1.. Вторая скобка является суммой 𝑙 нечетных слагаемых, т.е. нечетным числом, большим 1, которое не может входить мно...
	Ответ. ,2,  2,  2..
	107. Решение. Наибольшая из дробей, т.е. ,1-𝑥. , не меньше ,1-3.. Тогда 𝑥=2  или  𝑥=3. Подставляя в исходное уравнение, получаем два случая, разбиваем аналогично.  Ответ. ,3;3;3., ,2;3;6., ,2;4;4..
	108. Решение.  2𝑥𝑦=,𝑥-2.+2𝑦 ⇔  ,𝑦-2.−2𝑦=,,𝑥−𝑦.-2. ⇔
	⇔ ,,𝑦−1.-2.−,,𝑥−𝑦.-2.=1     ⇔       ,2𝑦−𝑥−1.,𝑥−1.=1.
	Следовательно, оба множителя равны единице  и  𝑥=2,   𝑦=2. Ответ. ,2; 2..
	109. Решение. Если  𝑥<0, то 0<,2-𝑥.<1  и  ,𝑦-2.∉ℤ. При 𝑥=0 также 𝑦∉ℤ. Пусть 𝑥>0, тогда ,2-𝑥.=,,𝑦.−1.,,𝑦.+1., следовательно, ,𝑦.−1=,2-𝑝., ,𝑦.+1=,2-𝑞.  и  0≤𝑝<𝑞. Откуда  ,2-𝑞.−,2-𝑝.=2     ⇔     ,2-𝑝.,,2-𝑞−𝑝.−1.=2 .
	Возможны варианты:  а)  ,,,2-𝑝.=2,          -,2-𝑞−𝑝.−1=1.   ⇔ .  ,,𝑝=1,     -𝑞−𝑝=1..    ⇔  ⇔ ,,𝑝=1,-𝑞=2.      ⇔     ,,𝑦=±3,-𝑥=3.   ...              б)   ,,,2-𝑝.=2,          -,2-𝑞−𝑝.−1=2.   ⇔ .  ∅ .
	Ответ. ,3;3.; ,3;−3..
	110. Решение.  Перепишем уравнение в виде
	,𝑦-2.−,𝑥-2.=,4𝑥-2.+6     ⇔    ,𝑦−𝑥.,𝑦+𝑥.=,4𝑥-2.+6 .
	Так как правая часть уравнения является четным числом, то и левая часть также должна быть четным числом. Если ,𝑦+𝑥. четно, то ,𝑦−𝑥. тоже четно и наоборот. Следовательно, левая часть уравнения делится на  4, но правая часть на 4 не делится. Значит,...
	111. Решение. Вынесем 𝑧 за скобки:   𝑧,,𝑥-2.+,4𝑦-2.−4.=2𝑥𝑦
	Выражение в скобках не равно нулю, так как иначе 2𝑥𝑦=0, что неверно при 𝑥,𝑦∊ℕ. Следовательно,  𝑧=,2𝑥𝑦-,𝑥-2.+,4𝑦-2.−4..    Так как  𝑧∊ℕ, то  𝑧≥1, то есть   ,2𝑥𝑦-,𝑥-2.+,4𝑦-2.−4.≥1    ⇔
	⇔  ,𝑥-2.+,4𝑦-2.−4−2𝑥𝑦≤0 ⇔   ,,𝑥−𝑦.-2.+,3𝑦-2.≤4.
	Откуда видно, что  𝑦  не может быть больше 1, а при  𝑦=1  получаем ,,𝑥−𝑦.-2.≤1.  Следовательно,  𝑥=1  либо  𝑥=2. Ответ. ,1; 1; 2.,  ,2; 1; 1..
	112. Ответ.  ,−1; 31.; ,−3; 3.; ,21; 339.; ,−25; 751.
	113. Указание. Приведите уравнение к виду: 𝑦=−𝑥−1+,55-3𝑥−1.. Ответ. ,2; 8..
	114. Указание. Если ,𝑏-2.−4𝑎𝑐=23,то 𝑏 – число  нечетное ,𝑏=2𝑘+1.. Имеем 4,𝑘-2.+4𝑘−4𝑎𝑐=22. Левая часть делится на 4, правая нет.
	Ответ. Не может.
	115. Решение. Предположим, что 𝑛≥5. Тогда 𝑛! делится на 2 и 5, а значит, десятичная запись в левой части оканчивается на 3 или на  8. Но несложный перебор по последней цифре показывает, что квадрат целого числа не может оканчиваться ни на 3, ни на 8...
	116. Решение. Преобразуем исходное  уравнение:
	,,𝑥-2.+,𝑧-𝟐.−4.𝑦=𝑥𝑧.  Так как  𝑥𝑧≠0  ,𝑥, 𝑦,𝑧 ∊ℕ., то
	,𝑥-2.+,𝑧-𝟐.−4≠0, и можно записать из  ,,𝑥-2.+,𝑧-𝟐.−4.𝑦=𝑥𝑧:               𝑦=,𝑥𝑧-,𝑥-2.+,𝑧-𝟐.−4., так как 𝑦∊ℕ, то ,𝑥-2.+,𝑧-𝟐.−4 является делителем 𝑥𝑧, и должно быть   ,𝑥-2.+,𝑧-𝟐.−4≤𝑥𝑧,  с другой стороны, в силу неравенства между...
	,𝑥-2.+,𝑧-𝟐.≥2𝑥𝑧   ⇒  ,𝑥-2.+,𝑧-𝟐.−4≥2𝑥𝑧−4,
	подставляя в ,𝑥-2.+,𝑧-𝟐.−4≤𝑥𝑧, получим:
	2𝑥𝑧−4≤,𝑥-2.+,𝑧-𝟐.−4≤𝑥𝑧  ⇒ 2𝑥𝑧−4≤𝑥𝑧  ⇔   𝑥𝑧≤4.
	Осталось подставить натуральные 𝑥,𝑧 и 𝑦, удовлетворяющие 𝑦=,𝑥𝑧-,𝑥-2.+,𝑧-𝟐.−4. и 𝑥𝑧≤4. Это единственная тройка чисел :
	𝑥=2, 𝑦=2, 𝑧=1.  Ответ.,2;2;1..
	117. Решение.1-й способ. Приводя к общему знаменателю, получим, что 𝑥𝑦𝑧>0, поэтому из натурального решения можно получить целые решения, заменив значения двух переменных на противоположные. Преобразуя уравнение к виду
	,,𝑥𝑦−𝑥𝑧.-2.+,,𝑥𝑧−𝑦𝑧.-2.+,,𝑦𝑧−𝑥𝑦.-2.=
	=2𝑥𝑦𝑧,,1−𝑥.+,1−𝑦.+,1−𝑧.., получим (из неотрица-тельности обеих частей) единственное натуральное решение  ,1, 1, 1..
	2-й способ. По неравенству Коши
	,𝑥𝑦-𝑧.+,𝑥𝑧-𝑦.+,𝑦𝑧-𝑥.≥3,3-,𝑥𝑦-𝑧.∙,𝑥𝑧-𝑦.∙,𝑦𝑧-𝑥..=3,3-𝑥𝑦𝑧.≥3.
	Равенство достигается лишь, если  ,𝑥𝑦-𝑧.=,𝑥𝑧-𝑦.=,𝑦𝑧-𝑥.  и  𝑥𝑦𝑧=1.
	Ответ.,1, 1, 1.;,−1, −1, 1.,,−1, 1,−1., ,1,−1,−1..
	118. Ответ. 𝑥=5𝑝+3𝑞−11,  𝑦=11−5𝑝−2𝑞,  𝑧=𝑝; 𝑝, 𝑞  – любые целые числа.
	119. Указание. Очевидно, что точка 𝑥=0, 𝑦=0 является решением. Если   ,𝑥-2.+,𝑦-2.≠0, то есть   ,𝑥,𝑦.≠,0, 0., то
	𝑥+𝑦−3=,2𝑥𝑦-,𝑥-2.+,𝑦-2...  Отсюда следует, что ,2𝑥𝑦-,𝑥-2.+,𝑦-2.. – целое число. Заметим, что по неравенству для средних  ,,2𝑥𝑦-,𝑥-2.+,𝑦-2...≤1. Поэтому либо  ,2𝑥𝑦-,𝑥-2.+,𝑦-2..=0, и тогда 𝑥=0  ⇒  𝑦=3  или 𝑦=0  ⇒  𝑥=3, либо  ,,2𝑥...
	𝑥=2  или  𝑥=−𝑦  ⇒  3=−1  ⇔    ∅.
	Ответ.,0, 0.; ,3, 0.; ,0, 3.; ,2, 2..
	120. Решение. Предположим, что ,𝑝-1., ,𝑝-2., …,,𝑝-𝑛. – это все простые числа, такие что  𝑝≡3(mod 4). Ясно, что ,𝑝-1.=3. Число 𝑝=,4𝑝-2.,𝑝-3.…,𝑝-𝑛.+3 не делится ни на 3, ни на одно из чисел ,𝑝-2., …,,𝑝-𝑛.. Если оно является простым, то мы ...
	121. Решение. Перепишем уравнение в виде: ,𝑥-2.+2=7,𝑦-2.. Заметим, что правая часть уравнения при любом целом  𝑦 делится нацело на 7. Выясним, какие остатки при делении на 7 дает левая часть данного уравнения. Для этого разобьём множество всех целы...
	1) Если 𝑥=7𝑝,  то  ,𝑥-2.+2=,,7𝑝.-2.+2  ⋮7 с остатком 2;
	2) если 𝑥=7𝑝+1, то ,𝑥-2.+2=,,7𝑝+1.-2.+2⋮7 с остатком 3;
	3) если 𝑥=7𝑝+2, то ,𝑥-2.+2=,,7𝑝+2.-2.+2⋮7 с остатком 6;
	4) если 𝑥=7𝑝+3, то ,𝑥-2.+2=,,7𝑝+3.-2.+2⋮7 с остатком 4;
	5) если 𝑥=7𝑝+4, то ,𝑥-2.+2=,,7𝑝+4.-2.+2⋮7 с остатком 4;
	6) если 𝑥=7𝑝+5, то ,𝑥-2.+2=,,7𝑝+5.-2.+2⋮7 с остатком 6;
	7) если 𝑥=7𝑝+6, то ,𝑥-2.+2=,,7𝑝+6.-2.+2⋮7 с остатком 3.
	Итак, правая часть уравнения делится на 7 нацело (т.е. с остатком 0), а левая часть при этом – с остатками 2, 3, 34, 6. Однако равные числа при делении на одно и то же целое число 7 должны давать одинаковые остатки. Полученное противоречие говорит о т...
	Ответ. Решений в целых числах нет.
	122. Решение. Пусть, для определенности, 1≤𝑥≤𝑦. Тогда
	1=,1-,𝑥-2..+,1-𝑥𝑦.+,1-,𝑦-2..≤,1-,𝑥-2..+,1-,𝑥-2..+,1-,𝑥-2..=,3-,𝑥-2..,
	откуда находим оценку ,𝑥-2.≤3, т.е. 𝑥=1 ⇒  𝑦=−1 – не удовлетворяет условию задачи. Аналогично рассматривается  случай  1≤𝑦≤𝑥.
	123. Решение. Приведем уравнение к виду  13𝑥=30−,13-𝑦+,,1-𝑧....
	Так как  13𝑥=30−,13-𝑦+,,1-𝑧...<30, то получаем: 𝑥∊,1;2..
	1)Если 𝑥=1, то, подставляя в уравнение, находим
	𝑦+,,1-𝑧..=,13-17., что невозможно, так левая часть в этом равенстве больше 1, а правая – меньше 1.
	2) Если  𝑥=2. то получаем ,4-𝑧=13−4𝑦.. Справа  стоит целое число, следовательно,,4-𝑧∈ℕ., откуда 𝑧∈,1;2;4.. При 𝑧=1 имеем 𝑦=,9-4∉ℕ.; при 𝑧=2 имеем 𝑦=,11-4∉ℕ.;  при  𝑧=4  находим  𝑦=3. Ответ.,2;3;4..
	124. Решение. При целом 𝑥<0 в левой части равенства находится дробное число, а в правой – целое, что невозможно. Следовательно, в этом случае решений нет.
	2)Перепишем  уравнение в виде 𝑦=,,,9-𝑥.−1.-4.. При целом  𝑥≥0 выражение ,9-𝑥.−1 можно разложить на множители:
	,9-𝑥.−1=,9−1.,,9-𝑥−1.+,9-𝑥−2.+...+1..
	Отсюда следует, что это выражение делится нацело на 8, а значит ,,,9-𝑥.−1.-4.  – целое число.  Ответ.,𝑝; ,,,9-𝑥.−1.-4.., где  𝑝=0, 1,..
	125. Решение. Рассмотрим данное уравнение как квадратное относительно неизвестной  𝑥. Приведя его к стандартному виду, получаем  ,2𝑥-2.−8𝑦𝑥+,9𝑦-2.−3𝑦=0.
	Необходимым и достаточным условием существования решений у этого уравнения является условие неотрицательности его дискриминанта: 𝐷=−8𝑦(𝑦−3)≥0  откуда находим ограничения на 𝑦:  𝑦∈,0, 3..  С учетом целочисленности получаем, что  𝑦∈,0;1;2;3.. Расс...
	1) Если 𝑦=0, то  ,𝑥-1,2.=,8𝑦±,−8𝑦(𝑦−3).-4.=0;   2) если 𝑦=1, то ,𝑥-3.=1,,𝑥-4.=3;  3) если 𝑦=2, то ,𝑥-5.=3,,𝑥-6.=5;    4) если 𝑦=3, то ,𝑥-7,8.=6.    Ответ.,0; 0.; ,1;1.; ,3;1.; ,3;2.; ,5;2.; ,6;2..
	126. Решение. Так как слева от знака равенства находится целое число, то 𝑎 должно быть целым, следовательно, 𝑎=3. Итак, имеем: ,𝑥-2.+5𝑥𝑦+,6𝑦-2.=3
	Разложим левую часть уравнения на множители:
	,,𝑥-2.+2𝑥𝑦.+,3𝑥𝑦+,6𝑦-2..=3  ⇔  𝑥,𝑥+2𝑦.+3𝑦,𝑥+2𝑦.=3    ⇔
	⇔  ,𝑥+2𝑦.,𝑥+3𝑦.=3.
	Так как при целых 𝑥,  𝑦 оба сомножителя в левой части целочисленные, то число 3 в правой части можно разложить на произведение двух целых чисел следующими способами: ,,𝑥+2𝑦=−1-𝑥+3𝑦=−3..      или   ,,𝑥+2𝑦=1-𝑥+3𝑦=3..     или   ,,𝑥+2𝑦=−3-𝑥+3...
	Ответ. При 𝑎=3  – четыре решения ,3; −2.; ,−3;2.; ,−7;2.; ,7;−2.,
	при 𝑎∈,2, 3.∪,3, 4.  уравнение не имеет решений.
	127. Решение. Поскольку 𝑥=2, очевидно, не является решением уравнения, то приведём уравнение (оно линейное относительно 𝑦) к эквивалентному виду:
	𝑦=,,𝑥-3.−7𝑥+23-𝑥−2.    ⇔   𝑦=,𝑥-2.+2𝑥−3+,17-𝑥−2. .
	В силу целочисленности 𝑥, 𝑦, дробь ,17-𝑥−2. должна быть целым числом, поэтому знаменатель должен принимать значения целочисленных делителей числа 17, т.е.
	𝑥−2∈,±1; ±17. . Рассмотрим каждый из этих случаев.
	Если 𝑥−2=1, т.е. 𝑥=3, то 𝑦=,𝑥-2.+2𝑥−3+,17-𝑥−2=29.; если 𝑥−2=−1, т.е. 𝑥=1, то 𝑦=17; если 𝑥−2=17, т.е. 𝑥=19, то 𝑦=397; если 𝑥−2=−17, т.е 𝑥=−15, то 𝑦=191. Ответ.,3;29.; ,1; −17.; ,19; 397.; ,−15;191..
	128. Решение. Заметим, что если 𝑦=0, то 𝑥=0, и, значит, пара ,0;0. удовлетворяет уравнению. Пусть 𝑦≠0, тогда поделим обе части уравнения на  ,𝑦-3.:    ,,,𝑥-𝑦..-3.+,𝑥-𝑦.+2=0.
	Обозначим 𝑡=,𝑥-𝑦., тогда имеем кубическое уравнение
	,𝑡-3.+𝑡+2=0. Подбором находим корень 𝑡=−1. Делением многочлена  ,𝑡-3.+𝑡+2 на  𝑡+1 получаем: ,𝑡+1 .,,𝑡-2.−𝑡+2.=0
	Убеждаемся в том, что данное кубическое уравнение имеет единственный корень 𝑡=−1, что соответствует 𝑦=−𝑥. Положим 𝑥=𝑝, где 𝑝 – произвольное целое число, не равное 0. Тогда 𝑦=−𝑝, и имеем бесконечно много решений в виде пар чисел ,𝑝;−𝑝.,  𝑝∈ℤ...
	129. Решение. Перепишем уравнение в виде ,𝑞-2.=,,𝑝−1.,𝑝+1.-2.. Заметим, что 𝑝 – нечетное число. Отсюда 𝑞 – четное. Значит, 𝑞=2 (2 – единственное четное простое число) и  𝑝=3.   Ответ. 𝑞=2,  𝑝=3.
	130. Решение. Преобразуем уравнение к виду 2𝑥𝑦=3,8−,𝑦-2... Левая часть – число четное, откуда следует, что 𝑦 также четно. Пусть 𝑦=2𝑧. Тогда 𝑥𝑧=3,2−,𝑧-2.. или 𝑥=,6-𝑧.−3𝑧 . Чтобы 𝑥 было целым числом, необходимо, чтобы 𝑧 было делителем 6.  ...
	Ответ. ,3;2.,  ,−3; −2.,  ,−3;4.,  ,3; −4.,  ,−7;6.,  ,7;−6.,  ,−17;12.,  ,17;−12..
	131. Решение.  Из уравнения ,𝑦-2.=,𝑥-2.,𝑥−1. следует, что ,𝑥-2. является делителем ,𝑦-2., значит, 𝑦=𝑘𝑥 ,𝑘∈ℕ.  и
	,𝑘-2.,𝑥-2.=,𝑥-2.,𝑥−1.. Но 𝑥≠0, поэтому 𝑥−1=,𝑘-2. и 𝑥=,𝑘-2.+1. Следовательно, решениями уравнения являются пары
	,𝑥, 𝑦.=,,𝑘-2.+1,  ,,𝑘-2.+1.𝑘., 𝑘∊ℕ.
	Ответ. ,𝑥, 𝑦.=,,𝑘-2.+1,  ,,𝑘-2.+1.𝑘., 𝑘∊ℕ.
	132. Решение. Если 𝑛=1, 2, 3, 4, то левая часть уравнения равна 1, 3, 9 и 33 соответственно (откуда и следует ответ). Если 𝑛≥5, то число слева заканчивается на 3 и поэтому не может быть полным квадратом. Ответ. 𝑛=1, 𝑚=1 и 𝑛=3, 𝑚=3.
	133. Решение. В равенстве 𝑚,𝑚+1.,𝑚+2.+3𝑚,𝑚+1.=
	=3,9,𝑛-3.+3,𝑛-2.+3𝑛.+1 левая часть делится на 3, а правая – нет.
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