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ИРРАЦИОНАЛЬНЫЕ И ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА  

Иррациональные числа 

Простейший пример об измерении длины диагонали еди-
ничного квадрата показывает, что операция извлечения квадрат-
ного корня из рационального числа не всегда возможна на мно-
жестве . Числа Q 33 3,2,7,5,3,2  и т.д. не являются 
рациональными, т.е. не могут быть представлены несократимы-

ми дробями 
n
m

, N∈n,m . 

Доказывается это утверждение однотипно для всех корней 
вида n a , , при соответствующих значениях 2n ≥ Q∈a . Дока-

жем в качестве примера, что Q∉3 , т.е. не существует несо-

кратимой дроби 
n
m

 такой, что 3
n
m

= . Допустим противное, а 

именно Q∈3  и потому существует несократимая дробь 
n
m

, 

, такая, что N∈n,m 3
n
m

=  или .Отсюда следует, 

что , а значит, и . Пусть , 

22 n3m =

3m2 M 3mM 1m3m = N∈1m , тогда  
2
1

222
1

22 m3nn3m9n3m =⇔=⇔= . 

Отсюда аналогично делаем вывод о том, что  и 3n2 M 1n3n = , 

. Но тогда N∈1n
1

1

1

1

n
m

n3
m3

n
m

== , что противоречит предполо-

жению о несократимости дроби 
n
m

 и потому не существует 

числа  такого, что Q∈a 3a = . 
Если все рациональные числа расположить на числовой 

прямой, то на ней останется бесконечное множество незапол-
ненных «дырок». Эти дырки занимают так называемые ирра-
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циональные числа. Иррациональные числа не представимы ко-
нечными или бесконечными, но периодическими десятичными 
дробями. Их десятичное представление содержит бесконечное 
число цифр после запятой, не образующих периода какой-
нибудь конечной длины. 

Иррациональных чисел существенно больше (в определён-
ном смысле), чем рациональных. Образно это утверждение 
можно проиллюстрировать следующей условной схемой. Если 
на прозрачную числовую прямую нанести все точки с рацио-
нальными координатами, то прямая останется почти такой же 
прозрачной. Если же на прозрачную прямую нанести все точки с 
иррациональными координатами, то прямая станет «тёмной». 

Множество иррациональных чисел, естественно, не исчер-
пывается числами вида n a , , для соответствующих зна-
чений . В это множество входят числа вида , , 

, , ,  и т.д., а также числа, имеющие 
свои имена: (пи), число . 

2n ≥
Q∈a o1sin o1cos

o2sin o2cos 3log2 5loq3

π e
Основное назначение чисел – измерение длины, площади, 

объема геометрических многообразий, а также значений раз-
личных физических величин (температуры, давления, массы, 
скорости, напряженности и т.д.). Для решения бытовых и мно-
гих научно-технических задач вполне достаточно множества 
рациональных чисел. Они позволяют вычислять искомые значе-
ния либо точно, если каждое такое значение является рацио-
нальным числом, либо приближенно, но с любой наперёд задан-
ной точностью, если искомое значение не является рациональ-
ным числом. 

Иррациональные числа необходимы, во-первых, для по-
строения числовой системы, замкнутой относительно всех ос-
новных арифметических операций, и, во-вторых, для создания 
на этой основе здания математического анализа, включающего в 
себя теорию пределов, дифференциальное и интегральное ис-
числения. 

Определение. Множество бесконечных непериодических 
десятичных дробей называется множеством иррациональных 
чисел. Обозначим это множество буквой I : 
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{ }......, n210

def
αααα=I . 

Здесь  – целая часть иррационального числа, а 

 – цифры, образующие дробную часть иррацио-
нального числа. При этом никакая группа последовательных 
цифр 

Z∈α0

,...,...,, n21 ααα

mi2i1i ... +++ ααα  для любых  не повторяется, т.е. 
десятичная дробь непериодическая. 

N∈m,i

Если множество  рациональных чисел замкнуто относи-
тельно основных арифметических операций (сложение, вычита-
ние, умножение и деление), то множество  иррациональных 
чисел не замкнуто относительно этих операций. Например, 

Q

I
3  

и 12  – иррациональные числа, их сумма и разность – также 
иррациональные числа: 

( I∈=+=+ 33,33323123 , 

)I∈=−=− 3,3332312 , 

а произведение этих чисел 636123 ==⋅  является рацио-

нальным числом. Сумма иррациональных чисел 3  и 35−  
является рациональным числом ( ) Q∈=−+ 5,5353 . Любая 

четная степень иррационального числа 3  является рациональ-

ным числом ( ) nn2
33 = ,  при . Q∈n3 N∈n

Действительные числа 

Определение. Множество всех десятичных дробей (конеч-
ных и бесконечных) называется множеством действительных 
чисел и обозначается буквой R . 

Таким образом, множество действительных чисел – это 
объединение всех рациональных и иррациональных чисел: 

IQR ∪= . 
Множество действительных чисел замкнуто относительно 

операций сложения, вычитания, умножения, деления, возведе-
ния в степень и извлечения корня n-й степени (за исключением 
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корня четной степени из отрицательного числа). Очень важным 
является следующее свойство действительных чисел. 

Свойство непрерывности. Если для любых чисел Aa∈ , 
R⊂A  и , Bb∈ R⊂B  выполняется неравенство ba ≤ , то 

существует число R∈c  такое, что bca ≤≤  для всех Aa∈  и 
всех . Bb∈

Это свойство означает, в частности, что между любыми 
двумя неравными действительными числами, но сколь угодно 
близкими друг к другу, расположено бесконечное множество 
отличных от них действительных чисел. 

В частности, это свойство позволяет утверждать, что если 
последовательность действительных чисел  имеет 
конечный предел , то 

,...a,...,a,a n21

b R∈b . Это свойство действительных 
чисел называется ещё свойством полноты. 

Свойство полноты.  Пусть  – некоторое числовое мно-
жество. Если любая сходящаяся последовательность 

X
{ }∞=1na  

 имеет своим пределом число  из этого же множества, 
то множество  называется полным.  

X∈na b
X

Множество рациональных чисел не является полным. Сле-
дует это из того, что последовательность рациональных чисел 

n

n n
11a ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += , N∈n , сходится к иррациональному числу  

, т.е. , а 

e

( )...590457182818284,2e = Q∈na Q∉
∞→ nn

alim . На 

множестве действительных чисел всякая сходящаяся последова-
тельность сходится к действительному числу, т.е. если { } R∈na  
и существует balim nn

=
∞→

, то R∈b . 

Для любых двух действительных чисел a  и  имеет место 
одно и только одно из отношений: , 

b
ba > ba = , ba < . При 

этом по определению: 

0baba
def

>−⇔> ; 

0baba
def

<−⇔< , 
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т. е. число a  больше  тогда и только тогда, когда разность 
 является положительным числом, и, наоборот, 

b
ba − ba <  то-

гда и только тогда, когда разность  является отрицатель-

ным числом. Например, 

ba −

17,0
6
1
< , поскольку  

0
150

1
100
17

6
1 3\50\

<−=− . 

Для сравнения положительных чисел, записанных в виде деся-
тичных дробей ...,a 210 ααα= , ...,b 210 βββ= , можно пользо-

ваться правилом: если 00 β>α , то , если же ba > 00 β=α , 

,…, 11 β=α ii β=α , 1i1i ++ β>α , то . ba >
Так, в рассматриваемом примере )6(1,0..1666,0a == , 

 и 17,0b = 000 =β=α , 111 =β=α , но 62 =α , 72 =β  и 

, поэтому 22 β<α ba < . 

Пример 3.3. Сравните числа  и )147(23,0
8325
1927

.  

Решение. Способ 1. Пусть )147(23a = , 
8325
1927b = . Преоб-

разуем число . b
33300
7708

48325
41927

8325
1927b =

⋅
⋅

== ; 

99900
23124

333300
37708

33300
7708

=
⋅
⋅

= . 

В соответствии с правилом перевода смешанной периоди-
ческой десятичной дроби в обыкновенную получаем:  

14723124mnk23mnk124 =+=⇒−=  

и поэтому (14723,0
99900
23124

8325
1927

== ). Таким образом, ba = . 
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Способ 2. ( )
99900
23124

99900
232314714723,0a =

−
== . Числитель 

и знаменатель дроби делятся на  и на . Поэтому 3 4

( ) b
8325
192714723,0a === . 

Ответ: ( )
8325
192714723,0 = . 

Основные свойства числовых неравенств. 

1. Если  и , то ba > cb > ca >  (свойство транзитивности). 

2. Если , то для любого ba > R∈c : cbca +>+ . 

3. Если  и , то ; если же ba > 0c > bcac > 0c < , то bcac < . 

Свойство 3 означает, что при умножении обеих частей вер-

ного неравенства на положительное число его знак не меня-

ется. 

4. Если  и , то ba > dc > dbca +>+ ,т.е. верные неравенства 

одного знака можно складывать. 

5. Если  и , то , т.е. верные неравен-

ства одного знака с положительными числами можно по-

членно перемножать. 

0ba >> 0dc >> bdac >

6. Если  и ba > dc < , то dbca −>− . 

7. Если , то 0ba >>
b
1

a
1
< . 

Пример 3.4. Сравните три числа 
20
19

; 
4000
3801

 и 
10
90

. 
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Решение. Обозначим 
20
19a = ; 

4000
3801b = ; 

10
90c = . Имеем 

4000
3800

20020
20019

20
19a =

⋅
⋅

== , т.к. 
4000
3801

4000
3800

< , то ba < . Срав-

ним теперь числа a  и : c
20

2018
102

1092
10
90c ⋅

=
⋅
⋅⋅

== . По-

скольку знаменатели дробей 
20
19a =  и 

20
2018c ⋅

= равны, то 

достаточно сравнить их числители. Имеем 

( )( ) 191191191192018 2 <−=+−=⋅ . Поэтому ac < . В 
соответствии со свойством транзитивности из неравенств ba <  
и ac <  следует неравенство bc < . Таким образом: bac << . 

Ответ: 
4000
3801

20
19

10
103

<< . 
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